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DETERMINÁNSOK 


I. A DETERMINÁNS FOGALMA ÉS ALKALMAZÁSA 
LINEÁRIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDÁSÁRA 


A determinánsok széles körű alkalmazhatóságának fő oka, hogy 
segítségükkel bonyolult és nehezen áttekinthető kifejezéseket 
tehetünk könnyen megjegyezhetőkké. 

A determinánsok értéke gépi úton rendkívül gyorsan hatá- 
rozható meg, úgyhogy alkalmazásuk nemcsak áttekinthető, hanem 
gazdaságos számításokat ís eredményez. 


1. Két ismeretlent tartalmazó elsőfokú egyenletrendszer 
megoldása. A. másodrendű determináns 


Induljunk ki a kétismeretlenes elsőfokú egyenletrendszer 
doxit ax — bi; 
a1Xx1-tdzxz 7 b; 


általános rendezett alakjából, ahol dir, dux, da. dosz. bi És ba tet- 
szőlegesen adott valós számok (együtthatók), azonban az ÉS dig, 
valamint ao: És doz egyszerre nem lehet 0; xy és xz ismeretlenek. 
A kettős index első száma azt jelenti, hogy hányadik egyenletben 
szerepel az illető együttható, az index második száma pedig azt, 
hogy hányadik ismeretlen együtthatója. 

Az egyenletrendszer megoldásának nevezzük azokat az (xi, X2) 
valós értékpárokat, amelyek egyidejűleg kielégítük mindkét egyen- 
letet, 

A megoldás megkeresése céljából szorozzuk meg először az 
első egyenletet asa-vel, a másodikat ( — a12)j-vel, és adjuk össze 
a kapott két egyenletet, majd szorozzuk meg az első egyenletet 
( — aa)-gyel, a másodikat a-gyel, 5 ugyancsak adjuk össze az Így 
kapott egyenleteket fegyenlő együtthatók méódszerej. Így 


(dada — did) Xi — dezbi — diaDa; 


(d adez — dzadei) Xs — daBz — dob. 


A továbbiakban három esetet különböztetünk meg. 


aj Ha ayjjdss — did - Ü (és ez a leggyakrabban előforduló 
úgynevezett közönséges eset), akkor 


—  dzsbi— dalba 
1 a 
éa leg — died 


dab — ab 
X, z ES (xx) 
dirts2— tHiedai 
és ez az egyenletrendszer egyetlen megoldása. 
b) Ha viszont 


Gaia — dada — Ü, azaz dyydp— died, 


akkor ( k) csak úgy állhat fenn, ha egyúttal 


da. — d15a — 0, azaz daogbi — dob 
és 
drba tini Eb kak ú, azaz 1189 — aa114 a 


Ebből következik — ha a szereplő együtthatók egyike sem nulla —, 
hogy 
ny SM s 1 


dia 


€o1 Cas ba 


Ez azt telenti, hogy a-künduló egyenletrendszer egyik egyenlele 
a másikból egy alkalmas állandóval való végigszorzás útján 
adódik: egyik egyenlet a másiknak következménye (könnyen be- 
látható, hogy ugyanez a helyzet akkor 15, ha nem minden együtl- 
ható 0-tól különböző) és így bármely olyan értiékpár, amely az 
egyik egyenletet kielégíti, egyszersmind eléget tesz a másik egyen- 
letnek is, tehát egyenletrendszerünknek most végrelen sok meg- 
oldása van. Ezek kiszámításához az előbbiek alapján az egyik, 
pl. az első egyenlet elegendő. Innen valamelyik ismeretlent, pl. 
aj 770 esetén az elsőt kifejezve 


b, — ia Az 


X1 — 
di 


adódik. Ha a jobb oldalon a. 70, akkor x, helyébe tetszőleges 
értéket helyettesítve, megkapjuk a megfelelő x, értéket, és az 
összetartozó értékpárok alkotják az egyenletrendszer megoldásait. 
Ha pedig az—0, akkor nyilván az x,—bi/au érték xz bármely 
értékével párosítva megoldást szolgaltat. 


c) Előfordulhat még az az eset is, hogy 


digíza — éljataj — 0, 
de 


db — gb. 7€ és ajbo—axbi A 6. 


E. feltételek mellett a (38) egyenletek bal oldalán zérus, jobb 
oldalán pedig zérustól különböző szám áll, az egyenletek ellent- 
mondók, ezért az egyenletrendszernek mincs megoldása. Az ellent- 
mondás abból is látható, hogy a kiinduló egyenletek bal oldalán 
álló megfelelő együtthatóinak aránya állandó, de ez különbözik 
a jobb oldali együtthatók arányától. 

Tárgyalásunkat áttekintve látjuk, hogy feltételeinkben és az 
egyenletrendszer megoldásában bizonyos jellegzetes, az egyenlet- 
rendszer együtthatóiból felépített kifejezések szerepelnek. Szá- 
mukra egyszerű jelölést és külön elnevezést vezetünk be. 

Általában valamilyen di:., 812, dor, daa elemekből alkotott 


dia tiz 
Hai aa 








alakú kifejezést másodrendü determinánsnak nevezünk, amelynek 
értéke adaz — dazdzi, amit úgy kapunk meg, hogy az úgynevezett 
főátló két végén álló elemek szorzatából kivonjuk az úgynevezett 
mellékárló két végén álló elemek szorzatát. (Determináns értéke 
helyett — ha félreértést nem okoz — szokás röviden determinánsi 
Is mondani.) 

A vizszintesen egymás mellett álló elemek a determináns egy-egy 
sorát, a függőlegesen egymás alá írt elemek a determináns egy-egy 
oszlopát alkotják. A sorokat felülről lefelé, az oszlopokat balról 
jobbra haladva számozzuk. Az elemek kettős indexe helyüket 
jelöli ki egyértelműen: az első index azt jelöh, hogy az elem a 
determináns hányadik sorában, a második imdex azt, hogy az 
elem a determináns hányadik oszlopában van. 

Az elsőfokú kétismeretlenes egyenletrendszer megoldása a 
másodrendü determinánssal így Írható fel: 
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feltéve hogy a közös nevező: 


Si disz 


D — zt 0. 








öz Úgy 


A D determinánst, amely az egyenletrendszer bal oldalán álló 
együtthatókat természetes elrendezésben tartalmazza, az egyenlet 
rendszer delerminánsának szokás nevezni. 

Vegyük észre, hogy a számlálókban álló determinánsok úgy 
származtathatók az egyenletrendszer determinánsából, hogy annak 
az ismeretlennek az együtthatói helyébe, amelyet éppen ki akarunk 
számítam, az egyenletek jobb oldalán álló számokat helyettesítjük. 
Jelölie az x, számlálójában álló determinánst D, (ennek első 
oszlopában vannak az egyenletek jobb oldalán álló számok), 
az x, számlálójában álló determinánst pedig D. (ennek második 
oszlopában vannak az egyenletek jobb oldalán álló számok). 
Ha D5-0, akkor tehát az egyenletrendszer egyetlen megoldása 


D D 
Ez Xs — . 


D 


Az elsőfokú egyenletrendszerek megoldásának ezt a módját 
Cramer-szabálynak nevezzük, 


Gyakorló leladatok 
Számítsuk ki a következő determinánsok értékét: 


1. É 11-14 — 2.3 s —2 
4 


2. -f]- 373—(—4)(— 4) ——7. 


3171 -§g — 7, 
-4 
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3 
—4 
vT 
3 
-2 
-6 15 


je — 307-30 — Ú. 


cOSXx —SsÍn 


. z cost xtsan xx sl, 
sinxy COX 
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Oldjuk meg a következő egyenletrendszeéreket : 
6. 3x—5Syz 13; 

5x—7y - 19. 
Mivel az egyenletrendszer determinánsa 


3 —$ 
5 7 


D a 





— —214-25 — 4, 


azaz nem zérus, azért egyértelmű megoldás van, és ez (az x-hez tartozó deter- 
minánst most D.-szel, az y-hoz tartozót D.-nal jelölve): 





1. ő 
D. 19 -7 a -1 
sz szi 7 -g 
továbbá 
58. 
B. 5 1] —8 
— ——n ZT — zh 
T.np 4 4 
Fr? 2x1-t3x4—] z Ü; 


4x.--9x,—4 — Ü, 
Mivel az égyenletrendszer delerminánsa 


I7 3 
4 


D z 18—125 6 6, 





ezért az égyértelmű megoldás ítekintettel arra, hogy az abszolút tagokat a jobb 
oldalra átvive, előjelük pozitív lesz): 








mami —: —  Menka 


8. 4x—-2y— 6; 
2x—y — 3. 
Az égyenlet determinánsa 


4 —-Z2 


ns 
9 


[7-4 — Ű, 


i 1 


ezért nincs egyértelmü megoldás. Áz egyenletrendszernek végtelen sok megoi- 
dása van, mert 


B. zÚ és 


j§ -2 D, 


3 -i1 








4 je) — üú, 

2 3 

(ehát a két egyenlet égyrmmás következménye. Valóban: a másodikból az 
első 2-vel való végieszorzás útján adódik. 

A második egyenletből y-t x-szel kifejezve: y— 2x—3. Itt x helyébe 
bármilyen számot helyettesítve, ez a megfelelő y értékkel együtt az egyenlet- 
rendszernek egy megoldása. Ilyenek MH. x.—ű, vi ——3; xszi, xy —-l; 
xssz, yaz 1; xx, 5—3, y — —59; és így tovább. 


9. 4x—ly — 6: 
2x—y]- ]l., 


Az egyenletrendszer determinánsa — mint az előző feladatban kiszámítottuk —- 
nulla, de 


li —1 2 í 
ezért az egyenletrendszer ellentmondó, megoldás pedig nincsen. Valóban: az 


első egyenlet bal oldala kétszerese, jobb oldala viszont hatszorosa a második 
egyenlet megfelelő oldalának. 


se4dzü és sz z a8 z(, 














10. Oldjuk meg a következő egyenletet: 


Xt2 x 


sz Ü, 
4 x—3 








A determináns értékét kiszámítva, 
(x--2x—3)—4áxr— 0, 
vagyis 
x7-—-5x—4—(, 


amelynek gyökéi xyz 6, x, — — 1. Visszahelyettesítéssel könnyen látható, hogy 
mindkét gyök kielégíti az eredeti egyenletet. Pl. xisz 6 esetében 


b 61. 
4 3 
11. Számítsuk ki az alábba egyenletrendszer gyökeit ; 

ax—dy s í; 
ax—-2y 2. 

Mivel 
p.18 —3 — gy 

a -2 i 
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ezért egyértelmű megoldás akkor van, ha a7 0. A megoidás ekkor 





1 —3 ; a ki 
B. 5 szd és Bsz - 
Hát ig 2! Ú 
miatt 
4 a 
xXx s —, Y 7: — sz]. 
d a 


12. Mutassuk még, hogy 


sínx Cozx 
—cosx SÍN x 








A determinánst kifejtve (sin? x-4-cos? x)j-et kapunk és ennek erteke x-től 
függetlenül I. 


13. Igazoljuk, hogy 


sinyx cas?! x 


ca a. ] " siníixty)siníx—y). 
siny costy 








Urnuratás: Használjuk fel, hogy 


sin (xy) — sin x cos ytcosx sin y 
ÉS 
sin (— p) — sin x c05 p— cos ax SÍN y. 


2. Három ismeretlent tartalmazó elsőfokú egyenletrendszer 
megoldása. A harmadrendű determináus 


Az elsőfokú káromismeretlenes egyenletrendszer általános ren- 
dezett alakja: 


di1X1 tb deXs bt dyaXxg — bi; 


Da; 


ti 


GziXi Tt dezXg tt dszTa 
doxit dzoXg b dzaáz — By, 


ahol xi, xs, xa a három ismeretlent jelöli, a többi betű pedig 
megadott valós számot jelent. Az együtthatók kettős indexe az 
egyénletrendszerben elfoglalt helyüket jelöli. 

Az egyenletrendszer megoldása a kétismeretlenes esethez hason- 
lóan most is rövid és jól megjegyezhető alakban írható tel deter- 
minánsok segítségével, 
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Harmadrendű. defermindnsnak nevezünk egy 39 elemből álló 
di  diz is 
du Gaz dos 
dsi sz das 


típusú, négyzetes alakú táblázatot, amelynek a következő értéket 
tulajdonítjuk : 

















di diz dia i 

d. do ül — a Hana €ag dai Üss 4g [d aa 

2 ez dagi] — diri — 13 z— 
aa ag Hai tsz dai G32 

dai az úzs 


— dd — dézsa — dadog Tahát Ta zaj dza — djzízéi. 


ÁZ azonos első indexű elemek egy-egy sort, az azonos második 
indexű elemek egy-egy oszlopot alkotnak. 

Könnyen észrevehető, hogyan kapjuk meg a harmadrendű 
determináns értékét: az első sor elemeit rendre megszorozzuk 
egy-egy másodrendű determinánssal, amelyet úgy nyerünk, hogy 
az eredeti determinánsból elhagyjuk azt a sort és oszlopot, amely- 
ben a kérdéses elem van; végül az így adódó szorzatot ay esetében 
pozitív, dja cselében negatív, ür esetében ismét pozítív előjellel 
látjuk el, majd a kapott szorzatokat összeadjuk. Hogy egyszertűb- 
ben fejezhessük ki magunkat, nevezzük általában egy a, , elemhez 
tartozó aldeterminánsnak (jele: 4) azt a másodrendű determi- 
nánst, amely az eredeti determináns í-edik sorának és 7-edik 
oszlopának a törléséből keletkezik, mégpedig a 


kh — 4 
— 4 
b — 4 


táblázatban az ay, helyén álló előjellel ellátva (ún. sakktábla-sza- 
bályd. Könnyű észrevenni, hogy ezt az előjelet éppen (—IYt/ 
szabja meg, hiszen ez (--1)-et ad, ha í--/ páros, és (— 1)-et, ha 
11-i páratlan. A harmadrendű determináns szóban forgó kiszá- 
mitási utasításának neve: a determináns első sora szerinti kifejtése. 

Rövid számolással igazolható, hogy az első sor szerepét bár- 
melyik másik sor vagy oszlop átveheti, és ezt a kiszámítási utasítást 


[4 


a harmadrendű determináns sor vagy oszlop szerinti kifejtésének 
nevezzük. Pl. a harmadrendű determináns kifejtése a harrnadik 
oszlop elemei szerint : 


Hja iz 4iz 
zi dza dozi — daizgáAíz t doz AÁzz 1- dsz AÁzz — 


fa Us: 3 


Hi dit dit tti Giz 


éor dan 


5.4] § 




















tan úsz dai Haz éai Úza 


ami az aldeterminánsok értékének beírása után ismét az előbb 
kapott hattarú kifejezést szolgáltatja. 

A másodrendű determináns is felírható első sora szerinti ki- 
fejtés alakjában: 


dj. úiz 








z dandurt dizdíz — di1daz — digdar, 
Űzi Úgy 
ahol az Az. és Ai: aldeterminánsok egyetlen számból állnak: 
An—7—dsz és disz —— ds. Ezek után nyilvánvaló az elsőrendű 
determináns definiciója : 


tan] — di: 


az elsőrendű determináns egyetlen egy számból áll, és értéke 
éppen ez a szám. 

A harmadrendű determináns értékének kiszámítását az előb- 
biekben a kifejtési szabály segítségével másodrendű determinánsok 
kiszámítására vezettük vissza, eljárhatunk azonban a következő- 
képpen is. 

Képzeljük a harmadrendű determináns méllé leírva még egyszer 
az első és a második oszlopot; 


du dig , das] 8n 12 

der 2882 af ag ra NN 

ag az ds ési a 
A determináns értékét úgy kapjuk meg, hogy a főátló irányában 
(folytonos nyily összeköthető elemhármasok szorzatösszegéből 
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kivonjuk a mellékátló irányában (szaggatott nyíl) összeköthető determindnsa nera zérus. Látható, hogy a számlálóban álló determináns 


elemhármasok szorzatösszegét, Ekkor ugyanis 


din di: is 
Hoi Bsz daal—-— 
és  Úga Haz 

— andszüag t diedozőai Tt dizíaidsz — 


— (dgdo2dyi b d11 023 dig tr dig dpi 29) ; 


és ez a sorrendtől eltekintve megegyezik a kitejtéssel kapott ered- 
ménnyel. A harmadrendű determináns értéke kiszámításának 
ez a módja Sarrus-szabály néven ismeretes. 

Egy kis gyakorlás után a Sarrus-szabályban foglalt utasítást 
végrehajthatjuk anélkül, hogy a két első oszlopot le kellene má- 
solnunk. 

Már itt fel szeretnénk hívni a figyelmet arra, hogy a Sarrus-sza- 
bály kizárólag harmadrendű determinánsok értékének kiszámítá- 
sára alkalmas. 

Visszatérve már most a háromismeretlenes egyenletrendszer 
megoldásához, ez így irható fel a harmadrendű determináns 
segítségével: 


XI — 





Xg — 


feltéve, hogy a nevezőben álló determináns, az egyenletrendszer 
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az egyenletrendszer determinánsából úgy keletkezett, hogy 2, 
együtthatói helyébe az egyenletrendszer jobb oldalán álló számokat he- 
lyettesítettük, I 

Ez a kétismeretlenes egyenletrendszer megoldásánál már megismert 
eljárás, a Cramer-szabáíy három ismeretlent tartalmazó egyenletrend- 
szer esetén. Ha az egyenletrendszer determinánsát D-vel, a törtek szám- 
lálójában álló determinánsokat pedig rendre BD), D-, D.-mal jelöljük, 
akkor a D 7 0 közönséges esetben az egyenletrendszer egyetlen megoöl- 
dása: 


b 
XI szd 


D [ 
1 x, —— 
D 


k ilsszlltati 


DD" BD. 

Nehézség nélkül, de kissé hosszadalmasan megmutatható, hogy a 
D.ú kivételes esetben mostis két lehetőség van: vagy végtelen sok meg- 
oldása van, vagy egyáltalában nincs megoldása az egyenletrend- 
szernek. 

Végtelen sok megoldása van az egyenletrendszernek, ha D—0 és 
D: D.— D.—Ü; nincs megoldása az egyenletrendszernek (az egyenle- 
tek között van ellentmondój, ha D 50 és a D, D,, D; determinánsok 
közül legalább az egyik nem 0. 

Az eddigiekben hallgatólagosan olyan lineáris egyenletrendsze- 
rek megoldásával foglalkoztunk, amelyeknek a jobb oldalán nem 
állt csupa zérus, Ezek az ún. inhomogén egyentletrendszerek. Egy 
olyan egyenletrendszert, amelyben csak ismeretleneket tartalmazó 
tagok fordulnak elő, homogén egyenfetrendszérnek nevezünk. 


Így pl. a háromismeretlenes homogén egyenletrendszer általános 
alakja: 


dia b dizXe Fűrzíz — Ű; 

da Xi Tt dx -t degáíg  Ü; 

ds1X1-tdaaXz tűszxz s Ű. 
Azonnal látható, hogy xi—x.—xs—0 esetén mindhárom 
egyenlet teljesül. Ezt a csupa zérusból álló megoldást a homogén 


egyenletrendszer íriviális (nyilvánvaló) megoldásának nevezzük. 
, Kiséreljük meg a Cramer-szabállyal kiszámítani az ismeretlenek 
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értékét. Tegyük íel, hogy az egyenletrendszer determinánsa: 
D-0, akkor 


2 Di. . .. Be. ., Da 
sp? An — ——- Xg TT a 


Xi b 
A számlálókban álló determinánsok úgy keletkeztek az egyenlet- 
rendszer determinánsából, hogy a kiszámítandó ismeretlen együtt- 
hatói helyébe a jobb oldalon álló nullákat írtuk. Így bármelyik 
számlálóban álló determináns egyik oszlopa csupa nulla elemből 
áll, úgyhogy a determinánst pl. a Sarrus-szabály szerint kifejtve, 
a kifeités minden egyes tagjában az egyik tényező Ü lesz, így a 
kérdéses determináns értéke zérus. Ebből következik, hogy esetünk - 
ben x, — x.— xy— Üü. Mivel a Cramer-szabaály az egyetlen lehetséges 
megoldást szolgáltatja, kimondhatjuk: ha egy komogén tinedris 
egyenletrendszer determinánsa nem 0, akkor az egyenletrendszer 
egyetlen megoldása a triviális megoldás. 

Ahhoz tehát, hogy egy homogén linedris egyenletrendszernek 
legyen a triviálistól különböző megoldása, szükséges, hogy az 
egyenletrendszer  determindnsa zérus tegyen. Ekkor azonban a 
Cramer:szabály nem alkalmazható (a 0-val való osztásnak nincs 
értelme), tehát más úton kell az egyenletrendszert megoldanunk. 

Egyszerű behelyettesítéssel igazolható a következő tétel: 

Ha egy homogén lineáris egyenletrendszer D determinánsa 0, 
viszont D valamelyik sorához tartozó aldeterminánsok nem 
mind zérusok, akkor ez utóbbiak tetszőleges közös tényezővel 
szorozva az egyenletrendszer egy megoldását szolgáltatják. Tehát 
az egyenletrendszernek végtelen sok megoldása van. Belátható 
továbbá az 15, hogy a szóban forgó esetben más megoldás nincs. 

Pl. ha a D első sorához tartozó aldeterminánsok között van 
0-tól különböző, akkor a homogén egyenletrendszer összes meg- 
oldása felírható az 


xistáAnu; xseztáAiz; X97IÁAig 


alakban, ahol f tetszőleges valós szám. Ha 4A.,560, akkor ez így 15 
irható: 


xii.X.lXa — dirtAiz: Ain: 


Ez azt jelenti, hogy bár végtelen sok megoldás van, de az isme- 


i8 


retlenek aránya adott. Azt 15 mondhatjuk, hogy az egyik ismeret- 
len értéke szabadon választható, de ha ezt rögzítettük, akkor fel- 
használásával a többi ismeretlen már egyértelműen meghatároz- 
ható. 


Gyakorló feladatok 
1. Számítsuk ki az alábbi determináns értékét 


ll —3 2 
4 3 —5 
2 1 0 


a) azelső sor szerinti kifejtéssel; b) a második oszlop szerinti kifejtéssel; 
:h a Sarrus-szabállyal. 








1-3 2 
a) l4 3-5 - 1] -5l-cs[3 -álr2]; 1] - 
2 1 0 I 0 
— 1(0-45)-43(0--10)-42(4—6) — 5.430—4 sz 31. 
1-3 2 
b) 14 3-5 ---n]i -ál3]; - 17 
2 1 0 N 
z 3(0-410)-3(0—4)—1(—5—g) — 30—12-413 — 31. 
1-3 211 -3 
c) 4 3 —-5]4 3- 
2 í o0jl2 I 
— (0-4 304 8)—(12—540) — 38-7 — 31. 
1 2 3 
2. Dzl4 5 61—? 
7 8 9 
Az első sor szerint kifejtve : 
5 6 4 § 4 5 
D z -2 3 - 
i; 5. 7 fe 4 ú 





z 1(45—481—206—42)-43(32—35) s —3-t12—3 — 0. 


l 
1 
i 


ht bz5- 





Br Fa 





av e Mlle 
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sarrus-szabállyal számolva: 7. Oldjuk meg a következő egyenletet: 
D — (1843144)— (21239) — 2. 


x 4 § 
ÜL 90 x 2 3is0. 
4. B—i1 0 1í[7-? 1 11 
ú 10 A determinánst első oszlopa szerint kifejtve : 
Az első oszlop szerint kifejtve: 2t(2—3)— a14—5)4-1(17— 15) — 6, 
p--i 1 0 — 0. és Így a megoldandó másodíakú egyenlet 
l —a34.5x—6 sz Ü, 


5. Számítsuk ki a következő determináns értékét: amelynek gyökei x—2, xs5—3. 











ü,1 1 ü 8. Határozzuk meg x értékét úgy, hogy 
01 —ül 1 
0001 001 —1 21-i 3 
D 5 1 x —-1Í15—0 
A determinánst az utolsó oszlop szerint kifejtve: —§ 2 7 
tegyen! 
Ül l ü Fertsük ki a determinánst második sora szerint. A 
001 —-ÜL 1 --k 1 -[98 l z 
0001 001 —1 0001 001] 1901 —01 Da-174 sax] 7 2la]l 2799 —13429£—-1 50 
2 7 -á§ ? —5 2 
z — (0.001 —0,001)—(—0,01— 001) 002. egyenletből 
6. Bizonyítsuk be, hogy 12 
X s ——. 
skinzx eegszx 1 29 
snx —cosx cosxiső. 9. Bizonyítsuk be a következő azonosságot: 
€05.XxX sinx sinx 
1 1 1 
A determinánst első sora szerint kifejtve: D7-i1i1 1-4a l ls ab. 
1 1 1 4-b 


sinzx —cos 2x l 
sínx —cosx cosxi — Ha a determinánst pl. első sora szerint kifejtjük, akkor 


c0s X sínx  sinx 
































p.ellta 1 -[ 1 É lral 
— sin2x[79095X COSXÍ gs 2x sinx €08.X SÍN X —6OSx l 146 l 146 ! ] 
sinx sinx cosx sinxl icosx o sinx — (1-4 29 (1--b1—1—(14-6—1)4-1—(14- a) — ab. 
s (sin 2xY (cos x8in x— cos x sin x4-b (cos 2x) (sitt x— cost x)-k 10. Bizonyítsuk be, hogy 
3-(sint x-bcost x) sz (sin 2x) (— sin 2x)-ícos Zx)(— cos 2x) til — 14-cosx 1-4-sinx 1 
D7-1]1—Sanx 1--eősx lÍ1s1. 
zs —sin 2x—cost2x-4] ——1-41] zs 0. 1] 1 I 
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A determinánst pl. a Sarrus-szabály szerint kifejtve; Az inhomogén egyenletrendszer delerminánsa : 
D — (14c05.xY3-(1-bsin x)-H(1— sin x1— [61 4 cos x)--Él - c05 xx) l --2 1 


4(1—sim? xy] — 1-2 cos x-Fcost x42—3—2 cos x-t sin? x — D-]3 § —ő[ 7 (244724 301—(48—18—60) — 
6 jú 3 


z 126-30 — 156 0, 
azért egyértelmű megoldás van. Mivel 


— cosirisintrz 1]. 


11. Oldjuk meg a következő egyenletrendszert: 





x-táyt-Zz — 5, 
2 —-2Z 1 
—J3xt2yitz — -- I; 
sül D.—1—5 § —6ől— 104; 
4x—y—z sz 7. 4 10 3 
Az inhomogén égyenletréndszer détérrminánsa : 1 2 d 
ll 4 2 D,-13 —5§ —6i sz —39; 
p2[l-3 2 1 - a] 2 H-a[3 2 73 x] 6 4 3 
4 -1 4] —1 —-] 4 —I 4 -i 
] -2 2 
sz 14—2-4-11—4(3—4134-2(3—8) ——1-44—10 ——? (, D.-]3 8 —5[- 130, 
tehát egyértelmű megoldás van. A megoldás: czért ho. 
—1i1 2 1] D 156 3 
xzöz b ézteM -? oj. neRk 28. ! 
? 7 7 1 DB" 156 4 
; ; 1 x D, 130 5 
— — a ——— OZ — 7 —, 
.B b4 2-1 9 D 156 6 
ht D —7 meg 13. Oldjuk imeg a következő egyenletrendszert : 
l 4 je XitX.— xx — 6; 
-3 2-Ii 3xymZxatőx — 3; 
D. 4 -] 2 — 14 
ZXZ — "mp eg zt. Bxata, tér — 21. 
12. Öldiuk meg a következő egyenletrendszert : Az egyenletrendszer determinánsa: 
l a -I 
m—-dta; — 2; p.-l3-2 s - [77 51-[2 5 ]-[; 72] - 





6xi-tI0x,-H3xs 7 4. sz (—4--5)—(6—309- (34179) — —9-H24-15 5 0, 
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tehát nincs egyértelmű megoldás. Mivel 


áá Izí -I 


3-2 5 - 671 5-1 9 3-1 3 73. 


64—4— 51—(6—1051—(3 34-42) — 0; 


I 


b) 


il ú -Il 


D,-Í3 3 5 - 5-6; 5]; 1 - 
6 n 2 z 2] [6 21 
— (6—105)—6(6—30)—(63—18) — —994-144—45 sz 0; 
t 1 6 
pozl3-2 3 - [72 al- 6; 73] - 
6 t 31 in] 16 21 6 1 


(—42—3)—(63—18)46(34I2) z—45—45.490 — 0, 


ezért végtelen sok megoldás van: az egyenletrendszer egyenletei nem függetlenek 


egymástól. Vegyük észre, hogy a harmadik egyenlet az első egyenlet három- 
szorosátak és a második egyenleinek az Összege. 

Ha pl. harmadik egyenletet elhagyiuk, az első kél egyenletből két ismeretlen, 
pl. az xy és xy kifejezhető a harmadik ismeretlennel. Ha x,-at ui, paraméternek 
tekintjük, akkor az 


Xi-btXs — Öt ax; 


égyenletrendszernek az x, és x, ismeretlenekben egyértelmű megoldása van, 
mert az egyenletrendszer determinánsa 


I z 
43 —2 


B --2—-3-—5 0, 








ez a megoldás tetszőlegés rögzített x4-ra: 








6-t.Xs i 
kh" JENNY TEN 7 (—12—2x—3t5xa) z 3—7 Xg; 
l 634 
3 3-—5x ! B 
X HST SE - 7 87577 18—3xa) -— 3-4T ta. 
12 23 
Ha pl. x; — 5, akkor x-0, sazii; ha x;—1], akkor xy — T" XI 5 ré 
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Természetesen úgy is eljárhattunk volna, hogy égy másik ismeretlent, pl. 
xy-et tekintjük szabadon választhatónak, és ekkor a másik két ismeretlent az 


XX — 65—Xi, 
— 2x.t5X, m— 3—3x 


egyenletrendszerből számíthatjuk ki. Mivel ennek az egyenletrendszetnek 
dJeterminánsa 


1 -I 


p-Í ) 5 


[-5-2-370, 


czért egyértelmű megoldása : 





sza jei 
m ——— —,— — sz — a —3x) —11—— xs; 
X2 3 3 030— 5x413—3x) ja 
1 h— xi 
—2 3—3x l je) 
sg 7707 3at12—219) — 5 


Ezért eredeti égyenletrendszerünk megoldása : 
x, s tetszőleges, 
11 ; Xi; 
4 ps 


5 
ka — 1—g a 


Pl. ha x,—0, akkor xszll, xaz 5, ami megegyezik az előző megoldás első 
számhárraasával. 


Nem minden feladatban mindegy, hogy melyik ismeretlent 
tekintjük szabadon választhatónak, miként azt a következő fel- 
adatokban majd látjuk. 


14. Öldjüuk meg a következő egyenletrendszért : 
Xxp—3x9t2x4 szi 3 


2X—6x—3x, — — 6; 
—xt3x —2x — 3. 
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Az egyenlelrendszér déteriminánsa 


1-3 2 
Da] 2-6 —-3]- 12-9412-(12-9412) — 4, 
-i 3-2 


ezért nincs egyértelmű megoldás. Mivel 


—-j -3 2 
D.7]1-—-6 —6§ —3] ——36427—36-(—36—36--29) — 0; 
3 3 —3 
] -3 2 
B, — Z —t —3)j— B—7(; 
—-i 3 -2 
Il —3 —3 
Doz] 2 —6 —-6]1 7 —18—18—18—(—-18—18—1I8) — ő, 
—-1 3 3 


ezért végtelen sok megoldás van, s az égyenletek nem függetlenek egymástól. 
Könnyen észrevehető, hogy a harrmnadik egyenlet az elsőnek (— 1)-szérése. Ha 
pl. a felesleges harmadik egyénletet elhagyjuk, majd x-et és xset x-mal akar- 
juk kifejezni, az 


xXx.—3x, ——3-2x; 
2X1 — Ka —- —§-t xy 
egyenletrendszerre jütünk: énnek determinánsa 


l —3 


-—616-0, 
2 —6 








igy tetszőleges xy, rögzített értéke mellett nem kapunk egyértelmű megoldást 
XpeT€ ÉS x,-TE. Áz eredeti egyenletrendszer nem volt ellénímondó, ezért a két 
megmaradt égyenlet sem lehet az, csupán összefüggő. Ha pedig a két megima- 
radt egyenlet összefüggő, akkor 


Í —3—2rx, 


b. — 








kell legyen, amiből 
—6-4- 3x23-6b--4x, — Ű, 


és ez csak úgy teljesül, ha x,—0. x, tehát nem választható paraméterkéni. 


Az eredeti egyenletrendszer figyelmes megtekintésekor észrevehetjük, hogy a 
második egyenlet mindegyik tagja — az x,-at tartalmazó tag kivételével — 


ző 


kétszerese az első egyenlet megfelelő tagjának. Ebból következik, hogy a két 
egyenlet csak akkor lehet nem ellentmondó, ha x:—ű. Ha x, értékét vissza- 
helyettesítjük a mégrmaradt két egyenletbe, az 


x—-3x; z.43; 
2XI— ÖXs m— —Ú 


cgyenletrendszérhez jutunk. Ennek deétérminánsa — mint már láltuk — Ű, 
a két egyenlet összefüggő; az egyik, pl. a második elhagyható. A megmaradt 
egyenletből x, kifejezhető x.-vel: 


x — 3x— 

Az eredeti egyenletrendszer végtelen sok megoldása tehát ilyen alakú: 
xi. s 3x.— 3, ahol xz tetszőleges; 
xszü. 


Ha pl. x.— 3, akkor az egyenletrendszer egy megoldása az xp— 3, x,z2, xssú 
szárnhármas. Ha a felesleges harraadik egyénlét elhagyása után nem xs-mal, 
hanem pl. x.-gyel mint paraméterrel fejeztük volna ki a másik két ismeretlent, a 


— dát ér, ——3— xy, 
— 6x4—3xg z —6—2x 
egyenletrendszerhez jutottunk volna; énnek déterminánsa 


—3 2 
—6 —3 
igy az egyenletrendszernek rögzített x, mellett xs-ben és xyban egyértelmű 
megoldása van. Mivel 


DD 





[-sel2z2 70, 











—3-x 2 Mei 73 —3— xi 
BD, sz L — fxrt2ől és Di - z (, 
:? 1-6-2x, —3 : "1-6 —-6—2x 
ezért a inéegoldás: 
í 21 l 
X. — ai zat L, ahol xz, telszőleges; x,—0. 


Ha pl. x— 3, akkor x.— 2, xs, és ezzel éppen az előző megoldásban ka- 
pott szárnhármasra jutunk. 


15. Oldjuk meg az 
Xx—-3xat ix, s — 3; 
2x—6x1—3x5 — 8: 
— xi töimtőxs ss 3 


ti 


egyenletrendszert. 
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AZ cgyeénkitréeéndszer determinánsa: 


1-3 2] 
Da] 2-6 —3][75—48—9412-(12—9—49) — 0), 
—-1 3 8 


ezért niucs egyértelmű megoldás. Mivel 


—3 —3 2 

D. 1-6 —6 —31— 144-427—36—(—36-41444.27) — 0; 
3 3 8 
l —3 2 
—i] 3 3 
LL —3 —3 

Doz] 2-6 —6Í[75—18—18—18-—-(—18—18—18) 5 0, 
—i 3 3 


ezért az egyenletek ném lehetnek függellének. Az első és a harmadik egyenlet 
csak akkor nemn elléntmöndúó, ha x.—0, hiszen a többi megfelelő tap egymásnak 
(— 19-szerese. xy most kapott értékét visszahelyettesítve az eredeti egyenlet- 
rendszerbe, az 
x—-—3x 5 —3 
dx BXa --— 6; 
— Xi kH 3 E 3 
egyenletrendszerhez jutunk, amelyből két egyenlet ís elhagyható, hiszen a má- 
sodik az elsőnek kétszerese, a harmadik az elsőnek (—t)-szerese, Az első 
egyenletből 
xy, s 3x.—3, 
5 így az eredeti egyenletrendszer megoldása: 


xi — 3x4—3; ax; tetszőleges: x.—0. 


(vesd össze az előző feladattai!) 
16. Öldjuk meg a következő egyenletrendszert : 
Xx—-3xet2x. zi; 
2Zxy-6xstáxi s 2; 
3x.— Jax tőr, z 6. 
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Az egyenletrendszer determinársa 


1 —3 2 
b.-12 —6 4ls:—-—36—36—36—-(—36—36—36) — 6, 
3 —9 6 
ezért az egyenletrendszernek nincs egyértelmű megoldása. 
Mivel 
l 3 2 
Dp,—-—12-—-6§ 41-—-36—712—36—(—72—36—36) — 0; 
6 —9§ 6 
ll I 2 
D,—-]2 2 4]—-j 112-312-4-24—(123-12524) — 0; 
3 6 6 
1 —-3 1 
D,—-Í2 —6 2) 7-7 —36—18—18—-(—18—36—18) — 4), 
3 -§ 6 


az egyenletek nem függetlenek. Könnyen észrevehető, hogy a második egyenlet 
az első egyénletnek kétszerese. 

Az is azonnal szembetűnik, hogy a harmadik egyéület ellentmond mind az 
első, mind a második egyenletnek, hiszen a mégfélelő ismeretlenek együtthatói 
arányosak (pl. a harmadik egyenlet bal oldala háromszorosa az élső egyenlet 
bal oldalának), az egyenletek jobb oldalán álló konstansok azonban nem. Mi- 
vel a három égyenlét ellentrnondó, az egyenletrendszernek nincs megoldása. 

Ha az ellentmondást nem vesszük észre, és az összelüggő egyenletek egyikét, 
pl. a második egyenletet elhagyva az 


x.-3x,- 1—2x, 

351—9x. — 6—6x, 
egyenletrendszert próbáljuk megoldani, azt látjuk, hogy ennek determinánsa 
1 —3 
3 —9 


Ez azt jelenti, hogy a matadék két egyenletből álló egyenletrendszernek sincs 
egyértelmű megoldása. Mivel most 


De[4 28170 





—3 
—39 


1 —2x, 
[a — ÜXCa 
azaz xa értékétől függetlenül nern zérus, ezért e két egyenlet ellentmond egpy- 


másnak, ennélfogva eredeti egyenletrendszerünk ís ellentmondásos volt, tehát 
nincs megoldása. 


HD 7 — —097118x, —(—18t4t1l8x.) — 8, 
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17. Oldjuk meg a kövétkező homogén lincáris egyenletrendszert : 
xit 2x41-xg — Ü; 
3x—Éxatéxi — Ü; 
öxitáxstS5x, — 0. 


. A homogén egyenletrendszernék akkor és csak akkor van az as x4—x70 
triviális megoldástól különböző megoldása, ha detéerminánsa ű. Esetünkben 


l 2 1 
D-[3 -2 2 -[7 FT; stl 79 — —18-6424 -0, 
6 4 § 4 ú 5 6 4 
tehát van a triviálistól különböző megoldás. Mivel az a, elemhez tartozó 
aldetérrnináns 


4 —2 


A. s 
mm l6 4 


z 24, 








azaz nem zérus, így az ismeretlenek aránya : 


AÁrrAr: Xg —r Ain Aus: Ain ET 


2 s(-k; 2 
4 5Íl 16 5 


Ez más szóval azt jélenti, hogy 





18-20 gute) er24) sz 6-1 — 
1; 6 (— 183(— 3) (24) — 6:1:(— 8). 





XxI-Út, xzt, Xx. 5—Bt. 
ahol / telszőleges valós szám, $peciálisan a 1— 1 értéknek imegfclelő megoldás ; 
xazb  xzil. x,——8. 
18. Öldiuk meg az alábbi egyenletrendszert ; 
X—3xst ér, — 0; 
2xit53x5— Xs — Ú; 
Bx,1 3x.-b5xz s Ü. 


Az egyenletréndszér determinánsa 


173 z 3 —1 7 -1 7 3 
DnD-iZ 3 —-I - "le "142 É 








— (1543)-43(10-48)-42(6— 24) — 36 5 0, 


ezért ennek az egyenletrendszernek nincs a triviálistól különböző megoldása. 
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19. A delermináns utolsó sora szerinti kifejtéssel lássuk be, hogy 


x 
2 cast 7 súx il 

zo sin(y— x). 
2 cas . sny 1 siníy— 2) 
l ü Í 


A kifejtés a következő: 


x 
sin x—sim y-t 2 cos Fi sir y— 2 cas? . sin x, 


Felhasznáiva, hogy 2 cos T —] s cos a, lenti kilejezésből 


— sin x c08 F-SINn p cos x — sin (y— xx). 
20. A Sarrus-szabály alkalmazásával tgazoljuk, hogy 
A y 0 xhy 
y X€t-y xX 
X-ty x y 
A. determinánsra a Sarrus-szabályt alkalmazva, értéke 
xylxt ag) xy ty) 4 axy(x ty) — krt gy —Vx s 
— 33 3247—00 th 3x3yt 3x 3) by ——2(xtt-y). 
21. Bizonyítsuk be, hogy 


z—2(7--y3), 


cos(x—y) cosly—z) cosíz—x) 
cos(x-by) cosíyiz) cosíztHai ——25inix— y)siníy— zh siníz— xh. 
sin (xy) siníy-4-z) sin íz-khax) 
Urmutarás. Fejtsük ki a determinánst első sora szerint és használjuk fel a 
sin Cct -tsiníx—y) — 2 sin x cosy 
és 
cosír—y— cosíx Hy] — 2sin x sin y 
azonosságokat. 


3. Az n-edrendüű determinális 


Az előző allejezetben a harmadrendű determináns kétféle defi- 
nícióját láttuk. Áz első esetben a harmadrendű determinánst 
másodrendű, tehát eggyel alacsonyabb rendíi determinánsok 
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segítségével definiáltuk, a második esetben a determináns értékét 
bizonyos szorzatok összegeként értelmeztük. Mindkét definíció 
alkalinas magasabbrendű determinánsok értelmezésére is: 


n-edrendű determinánsnak nevezünk egy r elemből álló, nm sort 
és na oszlopot tartalmazó, következő alakú táblázatot: 


an ng non on b d o 


Az diri: dozs dogs s Can elemeket együtt főátlónak, az di, 
don—15 resz Ca €lemeket együtt mellékátlónak nevezzük. 
Az n-edrendű determinánsnak a következő értéket tulajdonítjuk : 


ME Ein 


éni  dpz es Ünn 


ahol A, az a, elemhez tartozó (s— H-edrendű aldeterminánsi 
jelenti, amelyet úgy kapunk meg, hogy az első sor és az í-edik 
oszlop elhagyásával adódó (n— 1)-edrendű determinánst (— 1 H- 
vel megszorozzuk. (Ez más szóval éppen a sakktábla-szabály 
kiterjesztését jelenti.) A determináns értékének ez a meghatározási 
módja a determináns első sora szerinti kifejtése. (Kifejthető a deter- 
mináns teljesen hasonló módon bármely sora vagy bármely 
oszlopa szerint 15.) 

Ha a fenti kifejtésben szereplő Au, Aias ses An 6 — 1-edrendű 
aldeterminánsokat a közölt módon (n— 29-edrendű aldeterminán- 
saikkal, ezeket (n—3)-adrendű aldeterminánsaikkal íejezzük ki, 
és ezt az eljárást tovább folytatjuk, végül másodrendű aldetermi- 
nánsokhoz jutunk. Értéküket kiszámítva, mindegyik másodrendű 
determinánsból két-két szorzatot kapunk, így az r-edrendti deter- 
rauináns kifejtése során kapott n-tényezős szorzatok száma 


nín—1(n—2)h.3r2 son] 
(az ni jelet , n faktorjális"-nak olvassuk). A kifejtés módját át- 
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gondolva belátható, hogy a szorzatokban minden sorból és oszlop- 
ból egy és csakis egy elem szerepel. 

Ezek az n-tényezős szorzatok közvetlenül is felírhatók, és ez 
a felírás adja az r-edrendű determináns — előbbivel egyenértékű — 
másik defimicióját : 


dt éli nd] B rn 
tai Eng... on 
s. K 
kama a 4 a 4 — 2(- 1) dik BT öke ... Üakn? 
dna dyzs tan 


ahol A, .Kg,....K, az 1,2,....n oszlopindexek egy sorrendjét 
jelenti; X e sorrend inverzióinak a számát jelöli; az összegezés 
pedig az I, 2, ..., nr elemek minden lehetséges sorrendjére ter- 
tesztendő ki. A tagok felírására azonban n:-3 esetében nincs 
a Sarrus-szabályhoz hasonló egyszerű módszer. 

. Mindkét definícióból látszik, hogy egy r-edrendű determináns 
kiszámítása már viszonylag kicsi s esetén ís elég hosszadalmas 
és fárasztó feladat. A következő alfejezetben majd látunk olyan 
kiszámítási módszereket, amelyek ezt a munkát bizonyos mértékig 
csökkenthetik. 

A magasabbrendű determinánsok segítségével a háromnál több 
ismeretlent tartalmazó elsőfokú inhomogén egyentetrendszerek 
megoldását 15 megkaphatjuk a Cramer-szabállyal, és a háromnál 
több ismeretlent tartalmazó elsőfokú homogén egyenletrendszerek 
megoldása ís hasonló a két, illetve három ismeretlent tartalmazó 
egyenletrendszerek megoldásához. 


Gyakorló feladatok 
1. Számítsuk ki a következő deterinináns értékét: 


2-1 0 2 
2-4 4 —Zz 
1 3 2 2 


A detlerminánst első sora szerint fejtjük ki, mivel így egy tag a 0 elem követ 
keztében eltűnik, majd a kapott harmadrendű determinánsok értékét a Sarrus- 
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szabállyal számítjuk ki: 4. Ellehőriízzük, hogy 


1-2 3 —4 
2 -§ 3 —4 -9 3 -4 2 —? 27-i 4 -3 
Dp-21-6 4 —21-(-DÍI 2 4 —2140-í2i 2 -6 4/[- Bala 3.4 gp 794 
3 2 2 1 2 2 1 3 ? 1-4 5 6 
— ZI(16-454—369—036-4 108 —38] A. delerminánst utolsó sora vagy oszlopa szerint érdemes kifejteni, mert 
3[4—32--18-41299—(12—36-4 16) - ekkor az adódó harinadrendű determinánsokban, ennéllogva a további mű- 
véletekben kisebb számok szerencinek. A determinánit pl. utolsó sora szeririt 


— 2 [(48-k 3— 54) —(54--8—48)] — — 204-6-424 — — 174. kifejtve 


2. Szárnitsuk ki az alábbi determináns értékét: —2 3 —-4 li 3 -4 1 -2 —4 l —-2 3 
f2:—31—] 4 —-3Í—-d4di2z 4 —36b—-5i2 -I —314612 —-I 4l. 


hi9o00 3 -4 —5 2 4 —5 2 3-5 2 3 —-4 
D5D-ÍIÍb ed 60 0 Az égyeés harmadrendű detérminánsokat pl. a Sarrus-szabállyal kiszámítva: 
d c f 10 S — —3[40—27 —16)—(— 48515 — 241) — 
z hi; l — 4 ((— 20—18--329—(—32—304 1291—5 (65-44 12—241—(8 3 209 — 99] -- 
4-—-16--18)—(—6--164- IZ ——162—176-4130—96 — — XM. 
Ezt az Ölödrendű determinánst, majd a kapott aldeterminánsokat nyilván r6l6t—164-18)—£— 64164 120] 
mindig az első soruk szerint célszerű kifeztenit. Ekkor 5. Mulassuk meg, hogy 
1 d ü 0 0 0 13-a 1 t 1 
1 
c [I ü 0 1 0 s l 1 -a i 1 
B-l]le sr a ol [/ ! 01-[/ ek B-h pr o a tag 1799 
ki gap MA! I í 1 0 1—b 
3. Számítsuk ki a következő determináns értékét: Fejrtsük ki a detlerminánst pl. az első sor szerint, ekkor 
0 0 0 0 0 1 1— a í I l 1 l 
Ű ű ű 0 2 1 DD — (17 ag 1 1tb I —i1 14-b l -g- 
I 1 1-b Hi l 1-b 
D— 0 ü 3 l2Il ; 
0 ű 4371 1 1-a I l -1—-a l 
0 5 4321 -HIi fi 1 (-IiI I 1-6] . 
6 5 4327] l l 1-b l l l 


hatodrendű determunánst, majd a kapott aldeterminánsokat nyilván első soruk A kapott harmadrendű determinánsokat pl. a Sarrus-szabály szerint kifejtve: 


szerint célszerű kifejteni: 

D — (1-4 aj(1—a(1 b) (i --by 4 154-1—(1-4-b-3-1— a-t 1 — b) — 
0 ú —((1-469(1—6)-- 1-41—(1-489—(01 —6)— 1] 4 
-4[1—b541—ar1—1—1—(1 — aj (1 — 4) — 
—[(1-1-(1— a) (1 4-3) 3-1—1—(1-- a)—(1-t-bhi] — 
sz KL-Faí(1—a)(t3-54(1—69—(14-aY€1— a1— (1-5) (1 — 4h— 1]-4 
4-11—a—b—(1—a(1—51—(1—a(1 451 a—1—85] sz 
— (1—a241—6?)—1-4-62—1--8?-t2—a—b—1-tatb—ab—] Ha — 
—-btab—at1-tb— 1—46—Hr e BH 1 — at. 


uh A DR 
tan ha MR 
da in Ah 
Lak And Lak fd 
Hi 
ja 
mm 
ta a 
Ta Jn He 
Il 
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II. A DETERMINÁNSOK FÖBB TULAJDONSÁGAI 
ÉS DETERMINÁNSOK ÁTALAKÍTÁSA 


Az alábbiakban a determinánsok néhány olyan tulajdonságát 
soroljuk fel, ill. olyan feltételeket említünk meg, amelyek a deter- 
minánsok értékének kiszámításában előnyösen felhasználhatók. 
l. A determináns bármelyik sora vagy oszlopa szerint kifejthető. 
Így pl. az 5-edrendű determináns í-edik sora szerinti kifejtése 


dnAa Tt dizája Fett din in 
alakú, 7-edik oszlopa szerinti kifejtése pedig 
ajAij rt úzjázy tet ta jA 
alakú. 

2. A determináns értéke nem változik, ha megfelelő sorait és 
osztopatt égymássat felcseréljük, azaz ha a determináns elemeit 
fóátlójára tükrözzük. Ez azt jelenti, hogy a determináns soraira 
kimondott bármely tétel érvényes a determináns oszlopaira is, 
és viszont, A delerminans sorai és osztopai minden tekintetben 


egyenrangúak. 
Valóban, pl. 


ni 


harmadrendű determináns esetén: 


dia dia di 
ds. Gzz Gzzi — diidssíaa t dig dzadga b d jzílaj ds — 
; zi Úza Úgy — Hisíezdai— dizdedsa— idea gg: 
Cs 
tn da dn 
iz ús Gaz] — Gijdozőzz Fé dazíia t égi dig zg — 
Giz Úsz €3 — ügidosdiz— dHoadietan — dia dszélgg e 


3. Ha a determináns két sorát foszlopát) egymással felcseréljük , 
a determináns előjelet vált, azaz értéke (—1)-gyet szorzódik. 

Ha pl. harmadrendű determináns esetén a második és harmadik 
oszlopot egymással felcseréljük, akkot 


íja ia is 
tor Úsz da] — dudizőza KH szdsadai tt d12831833 — 
Hai Úsz 0 úas — dirdrzHgi 7 Ajzőszdga — dyjéoaatza a 


és ez valóban az eredeti kifejtés ( — 1)-szerese. 
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4. Ha egy determináns két sora (oszlopa) megegyezik elemről 
elemre, akkor a determindns értéke zérus. 

Ha pl. harmadrendű determináns esetén a második és harmadik 
sor elemei egyeznek meg, akkor 


Ba Hisz dig 
dot az dozi — dudozdja t dizdszíaa t dia dsidga — 
ész sz baz — 15 Han dai — üiatai az — dia dazían — Ü. 


5. Ha a determináns valamelyik sorának foszlopának) minden 
elemét megszorozzuk ugyanazzal a c számmal, akkor a determináns 
értéke ís c-vel szorzódik. Ez azt jelenti, hogy egy sor foszlop) 
clemeinek közös tényezője kiemelhető a determinánsból. 

Harmadrendű determináns esetén pl..: 


du  diz dia ti  diz 419 
Ce Cíősz Csh — éidm Úeg Üzgy[- 
Gy az 33 ds dua dan 


6. Ha a determináns valametyik sorában foszlopábani csupa Ü 
att, akkor a determináns értéke zérus. 


Harmadrendű determináns esetén pl. : 


dij Biz 4iz 
dai az Haz] — Ú. 
Ü Ü Ü 


7. Ha két n-edrendü determináns csak egy sorban foszlopban) 
különbözik egymástóti, akkor a két determináns úgy adható össze, 
hogy a két különböző sorban (oszlopban) álló megfelelő elemeket 
páronként összeadjuk, a közös sorokat foszlapokat] pedig válto- 
zatlanul leírjuk, 

Ha pl. harmadrendű determinánsok eselén csak az utolsó 
oszlopban különbözik egymástól a két determináns, akkor 


dia disz disz di iz Dig du dís Miztbia 
di sa dssitióai úzg bal — d doz dazt boa] - 
da zi ga dai sz Baz ds. da dszt baz 
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Az. előbbi egyenlőséget visszateió olvasva azt kapjuk, hogy ha 
egy determináns valamelyik sorát (oszlopát) kéttagú összegekre 
bontjuk, a determináns a jelzett módon két determináns összegére 
bontható. 

8. A determináns értéke nem változik, ha valamelyik sordhoz 
(aszlopához) hozzáadjuk egy másik sorának foszlopának) tetsző- 
leges többszörősét. Ez a tétel lehetővé teszi, hogy a determináns 
tetszőleges eleme helyébe tetszőleges értéket vigyünk a determi- 
náns értékének megváltozása nélkül, A determináns más elemei 
ilyenkor természetesen megváltoznak. 

9. Ha a determináns főátlójának egyik oldalán minden elem 
zérus, akkor a determináns értéke egyenlő a főátlóban átló elemek 
szorzatával, 

Ez az állítás azonnal belátható, ha a determináns kifejtését 
mindig a legtébbt 0-t tartalmazó sor (oszlop) szerint végezzük el 

10. Detlerminánsok szaorzása. Előrehocsátunk egy elnevezést; 
Két r-élemü értékrendszer, 


(d, ds, dat és (B, zs... Ba) 
komponálásaán a megfelelő elemek összeszorzását és a kapott 
kéttényezős szorzatok összeadását értjük. Áz így adódá 


ab - Aba -- e. 3 a,b, 


szorzatösszeg a két értékrendszer kompozíciója. 

Két n-edrendű determináns szorzata olyan r-edrendú delermindns 
ként írható fel, amelyben az í-edik sor i-edik eleme az egyik deter- 
mináns í-edik sorának fvagy oszlopának ) a másik determináns [-edik 
sordval (vagy oszlopával! való kormpozíciója. 

A szabályból világosan kiderül, hogy csak azonos rendű deter- 
minánsok szorozhatók össze, ezek viszont négyféle módon, hiszen 
egyaránt komponálhatunk sort sorral, oszlopot oszloppal, oszlopot 
sorral és sort oszloppal. A gyakorlatban legtöbbször az utolsó 
szoktuk használni, mert hasonló tétel érvényes mátrixok szorzásá 
ra 18. 

Például harmadrendű delerminánsok esetében sor—oszlopkort 
pozíciót alkalmazva, a szorzatdetermináns a következőképpen írha- 
tó fel: i 
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tg  diz o Üj bi Biz biz 
du dz2 üsz[ lön ba baz] 
di dzs 4 bu Bs baz 








dabuatájbar taj :bai 


a bytanbytazbz 
apbrtabartazzbai 


anözztajboartajzbaa 
andrtazbatázba 


apbrtazbartazzba 


ayögyrtaájnbuartájzbaa 
anbirtáabartaz ba [- 


áj b at azzbgyt ába 





Ha a két összeszorzandó determináns nem azonos rendü, 
akkor a kisebb rendű a magasabb rendűvel azonos rendüre hővít- 
hető ki úgy, hogy értéke nem változik meg (ui. a főátláót egyesekkel 
egészítve ki, a többi új elem helyére pedig nullát írva]. 

II. Laplaceféle kifejtés. Egy adatt determináns kifejtésekor 
célszerű a kifejtést azon ser (oszlop) szerint elvégezni, amelyben 
a legtöbb 0 áll, hiszen ekkor annyival kevesebb aldeterminánst 
kell kiszámolnunk, ahány 0 elem az illető sorban (oszlopban van. 
Ha több ilyen sor (vagy oszlopi van, érdemes ezeket (megfelelő 
számú sor- vagy oszlopcserével) egymás mellé hozni, és a kifejtést 
így elvégezni, 

Ez az összefüggés nagyon speciális esete Laplacc kifejtési tételé- 
nek, mely a determináns sor, ni. oszlop szerinti kifejtésének álta- 
lánosítása r számú sor, ill. oszlop szerinti kifejtésre : 


A determináns értékét megkapjuk, ha tetszőlegesen kijelölt nr 
számú sorból foszlopbólt elkészítjük az összes lehetséges r-edrendü 
aldeterntináanst, ezeket rendre megszorozzuk a hozzájuk dfartozó 
(1 — rt-edrendüű aldeterminánsokkai, a szorzatokat megfelelü elő- 
jetlef látjuk el és összeadjuk, 

A. megfelelő előjel. azt jelenti, hogy a szorzatokat (— Dj" tő-sel 
kell megszorozni, ahol R jelenti a kiválasztott r számú sor (oszlop) 
sorindexének (oszlopindexének) összegét (ez a sorok, ill. oszlopok 
rögzítése után egy kifejtésen belül nem változik); 5 pedig a képe- 
zett r-cdrendű aldeterminánsok oszlopíindexeinek (sorindexeinek) 
az összegét. A kifejtésben szereplő aldeterminánsok előjelét a 
számításokban figyelmen kívül hagyhatjuk, mert — mint belát- 
ható — a kifejtés során összetartozó aldetermináns-pár szorzatá- 
nak előjele mindig pozítív. 


Ha pl. egy ötödrendű determinánst második és ötödik sora 
szerint fejtünk ki, a kifejtés a következő: 


ag 



























































dii iz dia ia iz 
dai daz úoz say das a a in dia dir 
31 hp 
üz: sz din za zs] — 7 "(dsz ga izzi! — 
d g a ri Ész 
41 áz aj das 4845 da dia Úsz 
ősi Úsz sza tsa Üss 
íja  éha disz diz d 
. tűm ag das Gas das] Mar Űzd ht 
"jég 34 35 ti ti Üsz[7 
tri €ra Ésa da 7. 59 55 
dan Sa as dan az údas 
dai ar a a das! 2 fen dog " "4 18 
— : ae kk sd " [d d sz] — 
Ésa éks Öra ész a 14 8 
dan az €4a dai ga úuaz 
éri Hisz Air diri d d 
. I8ez Gad da d da] Han as ml 4 
. 31 kek 33 s [é [dj d 
tra ra 7 ra drz 7 3 39 
dai az 44 l8ai az a 
di dig dir Bria is ia 
4 tag ad i tag Ügy : a 
"Idar zz dszj— "Ida dsz dGzlTr 
Ürg  Űr4 Bsz 55 
Ba  digz o 0944; dai daz €a 
éji diz 943 
e Haga das 
"tig sz zs 
Csa sr 
ég 0 d4z 443 





Az összeg első tagjának előjele pl. azért pozitív, mert 
ez esetben R — 2-5 — 7, valamint § — 1-4-2 — 3, így az elő- 
jel (—1)7"5—(—IP9—-I; a hatodik tagjának előjele azért nega- 
tív, mert R — 245 — 7 (ez változatlam, § — 244— 6 és 
(—18t7—(—1)5— — 4, 

iz. Nem beszéltünk még arról, milyen mennyiségek lehetnek 
egy determináns elemei. Belátható, hogy a determindnsokra ki- 
mondott valamennyi tulajdonság és tétel nemcsak akkor igaz, ha 
a determináns elemei (komplex) számok, hanem akkor ís, ha 
függvények, 
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13. Determináns differenciálása. Ha a determináns elemei egy 
változónak differenciálható függvényei, akkor beszélhetünk a 
determináns deriváltjáról. Az x változótól függő D determináns 


deriváltját — D-vel jelöljük. 


Az n-edrendű determináns deriváltját megkapjuk, ha a determi- 
náns egy-egy sorának (vagy oszlopának) minden elemét a változó 
szerint deriváljuk, a többi sor (aszlop) elemeit változatlanul hagyjuk, 
majd az így kapott n szármú determinánst összeadjuk. 


Gyakorló Feladatok 
1. Számítsuk ki a következő determináns; értékét: 


ll 4 8 
hp7-]-2 I 5 
—3 2 4 
Kivonjuk a második oszlop elemeinek kélszerését a harmadik oszlop megfelelő 
elemeiből (röviden: kivonjuk a második oszlop kétszeresét a harmadikból, 


ekkor 


l 4 8 l 4 §—2-4 ] 4 € 
Da1l—2 1 51-11-22 1 5—2-11—]j—-Z 1 3]. 
-3 Z 4 -3 2 4—2-2 —3 2 


Látható, hogy így a harrnadik oszlopban egyetlen elemtől eltekintve minden 
elem zérus, ezért a determinánst a harmadik oszlona szerint kifejtve, csupán 
egyetlen másodrendű déterminánst kapunk. Ezért 


il 4 
B:-3 — —3(24 12) — —42. 
3 5! 0412) 


3 4-5 
4 1 2 3 
—2 5 —4 


determináns értéke. 

Mivel a második sar első eleme 1, ezért célszerű a második sor hárotnszoro: 
sát levonni az első sorból, és egyidejüleg a második sor kétszeresét hozzáadni 
a harmadik sorhoz. Így az első oszlop első és harmadik eleme ü lesz, és a ka- 
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pott determinánst az első oszlopa szerint kifejtve, csak egyetlen másodréndű 
determinánst kapunk. 








J] 4 5 3—3-] 4-3-2 5-3.3 
BD s li 2 3] z i 2 4 sz 
—2 5 -4 —24r51 5322 —-442-3 
ű —2 —4 
zji 2 315s-I -t 782 4436) a 52. 
0 9 2 3 2 


3. Számítsuk ki az alábbi determináns értékét : 


2 4 —4 
Hf-—lI$§ 6 31. 
4 2 —3 
i. Megoldás: 


A Sarrus-szabályt alkalmazva, 
D — 36448—40—(96—603-12) — 44—48 — — 4. 


it. Megoldas: 


AZ utolsó sor (— 2-szeresét érdemes az első sorhoz, 4-szorosát pedig a má- 
sodik sorhoz adnunk, mert ekkor a második oszlop clső és rnásodik eleme Ű 


lesz, és így a második oszlop szerinti kifejtés egyetlen másodrendű determiniáns- 
hoz vezet: 





—6 hü 2 —6§ ü 
b: l 5-6 3Í1—6LT 0 046 --2[7§ 15-t 
a 2 -3 4 2 3 I7 —6 





dá. Kiszármilamdó a 








48 35 38 
B: l42 J8 65 
56 d7 83 
determináns értéke. 


Most ném érdemes a Sarrus-szabályt alkalmazni, mert a determináns elemei 
nagyok, és a szorzás nehezen végezhető el fejben. 

Kiemelünk az első oszlopból 14-et, majd kivonjuk az első oszlop [2-szere- 
sét a második oszlopból és 2ő-szorosát a harmadik oszlopból. Ez jelentős mér 
tékbéen csökkenti az egyes elemek nagyságát. Ekkor 





Z 25 38 Z 25—12-2 38—720-2 z 1]! —£ 
Da dáj3 38 65]15—id[3 38—12.3 65—-203Ísgaáli 2 5 

4 47 §3 4 47—-I1I2Z4 53—-20-4 4-1] 3 
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Most kivonjuk az első oszlopból a második kétszeresét, majd a harmadik osz- 
lophoz a második oszlop kétszeresét adjuk; 


2 1-2 0 10 
Dmalál3 2 51-t4[-i 2 91. 
4-i 3 6—i 1 


Így az első sorban két elem zérus; e szerint a sor szerint kifejtve, 


D z -u[7, d — —14(—1—54) — 770, 


£. Kiszámltandó az alábbi determináns; értéke: 


—— 


fd Let tal Ha 
Cl a bj 
LA fa ta 


3 
—2 
2 
4 


TI Megoldás; 

A. determináns harmadik oszlopában már egy elem (a negyedik) 0. Ha hozzá. 
adjuk a második sor kétszeresét az elsőhöz, majd kivonjuk a második sor há- 
romszorosát a harmadikból, akkor a harmadik oszlopban újabb két elem 
(az első és a harmadik) lesz zérus. Tehát most már a harmadik oszlop szerint 
kifejtve a detérminánst, csupán egy harmadrendű deterrninánst kapunk: 


3 3-2 4 242.3 3423(—2) —242-1 4-42-2 
3-2 Il 2 3 —2 1 2 [/ 
3 2 a 41" ha—-33 2—-3(—2) 3-3-I 4-—3-2 
—i 4 ű 3 -23 4 Ü 5 
§-1 0 B 
8-I 8 
3-2 1 2 
sz m-1[-6 8 —2[. 
—-G§ § 0 —2 2 4 5 
—2 40 5 Ni 


Most adjuk hozzá a második oszlop 8-szorocsát az első és harmadik oszlophoz; 


8-1 8 09 -L 0 
-[1-§ 8 -21—--Ís8 8 62 -[5 17726 
ml 4 5 jú 4 37 
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H. Megoldás; 


Most az előző negyedrendű determináns értékét első két sora szerinti Lap- 
lace-féle kilejtéssel szárnitjuk ki. Ekkor 








[4 —] ltútgr3 
(-1 0) 


Z 3-2 4 
3-2 I 2 
3 2 3 4[7 
-2 4 0 5 
—(—Ijt2srirz 2 3] 3 sr nuesaj "at u: 
3 — 
— ljirarita Z 7 al 43 3 al j, 








4-( — ré ststlstltal Hl 





. ab 13 AS jetatati 





7 ajliz al 


— (4—13)(159—48)(—643(— 81 (— 121 4(— 1) (23) —(14) (6) 4(—8) (161 — 
s — 286. 


6. Keressünk az I. fejezet 3. pontjának 4. gyakorló féladatában szereplő 


1-2 3 -4 
2-1 4 —3 
D-12 3. 4.5 
3-4 5 6 


delermináns kiszámítására egyszerübb módszert! 


Az első oszlop első eleme 1. Ezt kihasználva, az első oszlop többi eleme 
helyére könnyen vihetünk be 0-t. Ugyanis adjuk hozzá az első sor (—23)-sze- 
resét a második és harmadik sorhoz, (— 39-szorosát a harmadik sorhoz, majd 
fejtsük ki a determinánst első oszlopa szerint. Ekkor 


1-2 3 -4 
o 3 -2 s] [d 72 5 
Dal 2 ig aslz[7 -i10 31. 
o 2 -a tg] It 71 18 


A. kapott harmadrendű determinánsra pl. a Sarrus-szabályt alkalmazva, 


D — - 540—12—140—(—100— 252— 36) — —304, 
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7. Számítsuk ki az alábbi determináns értékét : 


HE B am. Hl 00 ET 
han 
— — hó uz 
hm Ja 


I. Mepoltas: 


Mivel a harmadik sor első két eleme zérus, célszerű lesz az első két oszlop 
szerint elvégezni a Laplace-féle kifejtést. Ekkor ul. a kifejtés lehetséges hat 
tagjából háromnak értéke zérus, mert a bennük szereplő égyik másodrendű 
determináns égyik sorában csupa 0 áll, ennélfogva c determináns értéke Ü. 
A megmaradó másik három lag: 








—fagrzraral] 4jji ! mguszeasalil 2/ 2 1 
jön 2 7 AhÉ ) 3 ah 1 
a(-njareszsa[/ HáB 11 DD E(-DMN-G(—D 0. 





I. Megoldás: 


Ha a négyedik oszlopot kivonjuk a harmadik oszlopból, a délérmináns har- 
madik sorának ciső három eleme 8, így a harmadik sora szerinti kifejtése csu- 
pán egy harmadrendű determinánshoz vezet: 


Il 2 4 4 ] 2-1 4 

2 12 1 2 1 1 1 2 -i 
DI-Íg ai allo o o al 77[2 1 1]- 

3 4 tí 2] [3 4-i 2 3 4-1 


Most a második sort hozzáadjuk az elsőhöz és a harmadikhoz: 


l 2 3 3 Ú 
D--]2 1 iíi[a-Í211 - [/ 1-8 
3 4-1 s s ol DP 3 
8. Bizonyítsuk be, hogy 

1 0 10 0 0 jJjül 

Ú 4 ű 4l Ü I l1ü 1T0I 

zZ 4 20 0 Z01Í1-1Í723 ag 3201 1 sb 

d 3 ü 5I 6 1 30 Júj 3 5] 

3 0 30 0 40/ 
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Fejtsük ki; a bal oldalon álló determinánst az első, harmadik és ötödik 
sora úlapján Laplace tétele szerint. Az első, harmadik és ötödik sorból össze- 
sen 10 harmadrendű deternúnáns képezhető, de közülük csak egyetlen van, 
amelyben egyetlen égy oszlopban sem áll csupa ú, mégpedig az, amelyhez az 
első, harmadik és ötödik oszlopot használjuk fel. Ez éppen a jobb oldal első 
tényezője. A második tényező pedig a hozzá tarlozó másodrendű determináns. 
Az előjel (—ÍJStS megg yrteéetsritátő a (ei) 9], tehát állításunk valóban 
igaz, 


9. Számítsuk ki a következő detérmnináns értékét: 


2 3 4 
4 5 
3 6 
6 7 


e 
ti 
fa Úr ha ma 


3 
d 
5 


Látszik, hogy az első oszlopban könnyű az €lémek , kipusztílása", mert 
az élső élem I. Ezért kívonjuk az élső sor 2-széresél a második, 3-szorosát a 
harmadik, 4-szeresét a negyedik sorból, Ekkor 


I! 2 3 4 

8-1 —72 —3 
bB5zÍg 2-4 6[7 

0 —3 —-6 —9 


Ha a harmadik sorból 2-t kiemelünk, azonnal látszik, hogy a defermináns 
műsödik és harmadik sora megegyezik, tehát D—(. 


10. Kiszámítandó a következő determináns értéke: 


0.921 ÚBS 
0782 0.157 
0.875 0484 
0312 0.555 


0.476 
0527 
0.637 
0841 


0614 
0138 
0.799 
0448 


Először is valamely elem, pl. az első sar első eleme helyére 1-est hozunk be. 
Ezt úgy érhetjük el, hogy az első sorból kiemelünk 0 921-et. (A részkiszámí- 
tásokat logariéccci végezzük.) Ekkor 


1 0,201 
0,782  0,157 
0,875 0484 
0312. 0555 


0.517 
0,527 
0,637 
0,841 


0667 
0,138 
0,799 
0448 


D sz 0921 


Most az első sor segítségével az első oszlop elsőtől különböző elemci he- 
lyére nullákat hozunk be úgy, hogy az első sor Ü,782-szeresét levonjuk a máso- 
dik sorból, 0,875-szörösét a harmadik sorból, 0,312-széresét a négyedik sorból. 
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A kapott determinánst elsá oszlopa szerint kilejtjük. Az így adódó egyetlen 
harmadrendű delerminánst majd hasonlóképpen alakítjuk át, végül csak egy 
másodrendű deterrrűnánst keli kiszámolnunk. Részletezve: 


1 0.201 0.517 0.667 
0 0 0123 —0384[/ 
5-0 ig a309 0196  onT[ 
0 0492 0.6BO 0.240 
0 0.123 —0,384 
— 0.921 10,309 0.196 — OZI7i — 
0.492 0.680 0.240 
0 -0320 1 
— 0921(—038410,309 0.196 027! — 
0.492 0.6B0 0.240 
0 T i 
— 0921(—0,384) 10309 0265 02tT] 
0492 0757 0240 
— 0,921(—0,384) 0.309 0.265 - 
0.492 0.757 


z 0921 ( —0,384) (—0,104) — — 0.037. 
11. Mutassuk meg, hogy 


























l 2 ig ll 2 3 1 2 kh 
2 3 5Í-ÍZz 3 4 z 3 9]. 
4 5 8 d 53 3 4 5 LII 

E. tMegoktás: 

Számítsuk ki az egyes determinánsok értéket: 
1 2 7 
2 3 §]1—024440-470—-(84-4 32425) — 134—-141 ——7, 
4 5 8 
ll 2 3 
2 3 4f159432430-(036412-4 20 — 71-68 — 3, 
4 5 3 
1 2 10 
2 3 915: 33-4724 109 —(120-4 44445) — 205—309 — —4, 
4 5 1] 

Valóban —7--3 s —4 
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I Megoldás: 


Vegyük észre, hogy mindhárom determináns első két oszlopa megégyéziki 
a bal oldali két determináns harmadik oszlopának megfelelő elemeit összeér 
adva pedig éppen a jobb oldali determináns utolsó oszlopát kapjuk. Ebből 
pédig következik az egyenlőség teljesülése. 


12. Kiszámítandó a kövétkező determinans értéke: 


4-3 9 
-2 7-2 
B- [a g s.0i 
1 3 4 


Adjuk hozzá a negyedik oszlopot a harmadikhoz, így a harmadik osziop 


második eléme 0 lesz: 


4 —3 
-2 7 
b-fi 3 9 
1 3 


Adjuk hozzá a negyedik oszlopot az elsőhöz, így az első cszlop második eleme 
0 lész, tehát a második sorban két 0 áll: 


5 3 


p.a)? 
"jz 


3 


Most észrevehetjük, hogy a harmadik oszlop pontosan kétszerese az első 
oszlonnak, vagyis 2-t kiemelve a determináns elé, két cszlop megegyezik ; ezért 


D—0. 


13. Számítsuk ki minél egyszerűbben az I. fejezet 3. pontjának 3. gyakorló 


feladatában megadott 


ú 


mm. 


ő 


deterirunána értékét! 
Ha az első és hatodik, második és ötödik, valamint a harmadik és negyedik 
oszlopot féelcseréljük, akkor égy háromszögdeterminánst kapunk, és a három 


. 48 
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e E TD 


KA 


űü 


7 x Mlll VÉ u MT sziv JÉT mem ) 


10 
ü 
4 
ha) 


10 
Ü 
4 
ja 


né tal az ld a 


] 
pa 
mi ! 
2 


BI bi B. BH MH E 


I 
2 
—1[" 
pa 


hsz VT VÁ JJ 


oszlopcsere miatt az eredeti determináns értéke (—]1y ——1-gyel szorzódik: 


je 

jú 

; 
haz S rrrl ell I 
Él Bt hi B 4 MT 
Lad Réd fak Las bh DD 
b A Ama 
A mm 
a mamam m eü 


A háromszögdetermináns értéke a 9. tétel értelmében a főátlóban álló elemek 
szorzatával egyenlő: vagyis 


D-7-—-1:-2:-3-4.5-6 — — 720. 
1d. Az 


x-t2y-tő5z — 14; 


yt 224 3t — 20; 
2d-2t-t3x — 14; 
tt-2x43y— IZ 


egyeénletrendszerből számitsuk ki y értékét! 


A számítási Crarner-szabállyal végezhetjük. Az egyenletrendszer delerminán- 


vá ta egyenletrendszer alábbi módon rendezett alakjából könnyebben írhat- 
juk lel: 


x-t2yr3zaot — 14; 
Úx Fr y.b2243t — 20; 
3x-k Út zZt2t — 14; 


Zxt4t3ytözt r — 17. 


Cbből ui. könnyen leolvasható, hogy 


Lada Ki Hi ha 
ken EL nil a 


ú 
3 
2 
I 


ÉL kak ÉL ami 


D kiszámítása érdekében az első oszlop kétszeresét kivonjuk a második osz- 


43 


lopból, háromszorosát pedig a harmadikbáól, így az első sorba háromű elemlép A keresett ismeretlen tehát: 


be 
1 2 3.0] [I 0 00 vy- fr. 122, 
p.19 123]. Jo 1 23 DB 96 
13012 3-6 —8§ 2 15. A determináns kifejtése nélkül bizonyítsuk be, hogy 
2 301 2-1 -6 I 
-4 1 1 1 1 
I 2 3 1 23 1-4 1 1! 1 
—m]—-6 —-§ 2]1-2]—3 —4 1]. Dzi 1 1-4 1 I[:-0. 
-1 —-ő 1 —1 —6§ 1 1 1 1-4 I 


1 1 1 l -4 
Adjuk hozzá az első sort a harmadik sorhoz, és az első sor háromszorosát : KN 
a második sorhoz, így az első oszlopban két 0 elemet kapunk: Hozzáadjuk az első oszlophoz a többi oszlopot, ekkor 


I. a -4 1 1 1 1 
1-4 1 1 I —-4 1 1 
p--:210o 2? tol—2] 2 19i- ú 
-4 4 b 
0-4 4 


Ü l 
Ü 1 

l 1-4 1 11-i 1-4 1 11—0, 
irdd f ű 1 
1 1 1 1 —-4 Ü 4 


1 5 
— 99, z 2.2:4(13-5) — 96. 
2.2"ő -t 1 145) mert az első oszlopban csupa zérus áll. 


Mivel az egyenletrendszer determinánsa nem Ú, ezért van egyértelmű meg- 16. Számítsuk ki a 
oldás. j j 
Most számítsuk ki B, értékét! i i i 


D- li 234-2I Í 





l l4 3 ű l 7 30 i Fi 1-4 37 
ü 270 2 3 Ü J0 2 3 
DD — —27 . determűunáns értékét, ahol 7 a képzetes egységet jelenti (j? — — I). 
xr 3 MM Ii2 3 7 12 
2 12 ol ) 601 Ha az első sort a második és harmadik sorból levonjuk, akkor 
Í Í i 
Kivonjuk az első sor kétszeresét a negyedik sorból, háromszorosát a har p-lo 234i 0 
madik sorból: Ni " 
Ü ü 1--2I 
1 7 30 4 mivel a főátló alatt csupa 0 áli, ezért 
0 10 2 3 jü 2 3 5 13 supa 9 al, ezé 
Dos2lg  g4 ag 2178 78 7. n — e22 7, 73 Í D — í(24IM1-4Z) — 27—1—4—2j — 5, 
ú -8§ -6 I 17. Határozzuk még a 
Kivonjuk a harmadik sor kétszeresét a második sorból, háromszorosát az ű Íi il 
első sorból, ekkor: 
D- I 0 1] 1 
"hiú ll 
17 10 0 vh, 
D.-8] 1 20 -s[1 917 8684-10) — 192. LYELEE 
—m4t 23 1] 1 2 determináns értékét, ahol í a képzeles egységet jelenti, tehát it ——I, 
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Kivonjuk a negyedik oszlop elemeit a második és a harraadik oszlop ele- 











meiből: Hasonlóképpen, kivonva a harmadik sort a másodikból, (b—c) válik ki- 
Ü  ü Il i emelhetővé; 
i -I 0 d i -i 0 arb 1 0 atb 10 
B - ii f-1-1 115 j/ i—1 71 , D — (a—bdlt4—e 5-e Il —(a—Bbíib—oib-te 1 01. 
i if ii Üü ; bo! c c 1 c ce 1 
Kivonjuk az első sor elemeit a második és harmadik sor elemeiből. Ekkor: Most már kifejtjük a determinánst harmadik oszlopa szerint: 
i —-lI 0 D — (a—b) (h—c) hi; 1 
a , [ —] z 
D--]0 alhs—i[. " [---tetei — -jt —], 
0 ízi g Hai í ( 1——i — (ab) (b— ch (atb—b—e) — —(a—6)(b—e) (e— a). 
18. Bizonyítsuk be, hogy 20. Bizonyítsuk be lehetőleg egyszerűen, hogy 
be at ag o ab ca 
l a b4e D-Í8 ca Hl l-lab ca bel. 
D-Í1 b etal5:0 et s ab ca be ab 
1 c at5 
bármil árnokat is jel b I. Megoldás: 
ilyen számokat 15 jelent a, ő, c. . Szorozzuk meg a bal oldali determináns első oszlopát a-val, második 
Hozzáadjuk a második oszlopot a harmadik oszlophoz; oszlopát b-vel, harrnadik oszlopát c-vel, és osszunk is abc-vel: 
1 a adbi4r be a at abc ab ate 
B-—-i1 b a4btcl]. 7 ca Sl5s—e lat att Her 
1 c ad4-btce c d ab Bi ac het abc 
Kicrneljük a harmadik oszlopból (a-t b-k e-t; Emeljük ki az élső sorból a-t, a második sorból b-t, a harmadik sorból c-t: 
li a I be ab ca 
D-í(atbtcjiil b 1i-0, Dz]ab ca bef, 
t c 1 ca ke ab 
mivel a determináns két oszlopa megegyezik. ez pedig valóban a jobb oldalon álló délérmináns. 
, s .. ko; I Megoldás: 
n b l s b - 7 a a 
esetér, igaz Hi termináns kifejtése nélkül mutassuk meg, hogy bármilyen a, b, c A déterminánsokra nézve látható, hogy mindkét determináns Sarrus-szabály 
" szerinti kifejtésében a megfelelő tagok megegyeznek, mégpedig a főátló irá- 
a a I nyában mindegyik tag ajtvct, a méllékátló irányában pedig rendre ect, fc, 
í is ! 
bt b 112 —(a—b)(h— e) (c —a. Hab. 
sz c Í 21. A két s-edréndü determináns kifejtése nélkül mutassuk meg, hogy 
Vegyük észre, hogy ha a második sort az elsőből kivonjuk, akkor az így 0 I 1...il 1 0 il 1..1 1 
adódó első sorból az (a— b) tényező már kiemelhető: Il ű 1..I 1] 1 ü 1..1 i 
l 1 -.1] 1 ]l 1 1 1 
az a A at—bi a-b 0 atb 10 Ke — (n- 1) —...— (ín 1). 
BD — fú b ] —- j b l — (a — bh) ín b 1 pp 
ed c 1] e: € l az cl I I 1-0 1 b I I l 
1 l 1 1 ü Il l 1 1 1 
52 
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Ha hozzáadjuk az első a—1 oszlopot az utolsáóhoz, majd kiemeljük az 
utolsó oszlopból (r— 19-et, akkor a jobb oldalon álló determimánst karjuk. 
Ezután kivonjuk az utolsó oszlopot az összes előzőből, majd. kifejtjük a deter- 
minánst utolsó sora szerint. Így olyan (r— 1-edrendű determinánst kapunk, 
amelynek főátlójában mindenütt —1 áll, többi elémé pedig Ú. Ennek a deter- 
minánsnak értéke a főátlóban álló elemek szorzata, azaz (—1y"7t 


22. Nyilván igaz, hogy 


I 1 1 
D,-[j l-t D,-]1 2 2i—I. 
1 23 


Ennek állalánosításaként mutassuk meg, hogy ha az r-edrendü D, deter- 
mináns 4. tléme megegyezik az f és £ számok közül a kiscbbikkel, ill. 1—k 
esetén közös értékükkel, akkor a detérmnináns értéke 1. 

A bizonyítást s-re vonatkozó teljes indukcióval végezzük. r— 1, 2, 3 ese- 
tén igaz a tétel. Tegyük fel, hogy s— 1] esetén is igaz, azaz: 


1 1l 1... 1 l 

l 2 2... 2 2 

1 2 3... 3 3 
Da e s 1 


nm mmm aka mm 


l 2 3..n—-2 n—2 
ll 2 3..n—-2 n-I 


Írjuk fel a hasonló szerkezétű w-edrendű determinánst, majd vonjuk ki 
első oszlopát az összes többiből: 


1 1 I l l ú .. Ü ü 
1 2 2 2 Z ] 1 l l 
l 2 3 3 3 1 2 2 2 
DD. uzi EN 
1 2 3..n—-1 n-I1 1 I 2..1n1—2 n—Z 
1 2 3..n-il a 1 1 2..n-2 n-I 


Ha ezt a determináust első sora szerint kifejtjük, éppen D..4-et kapjuk, 
amelynek értéke indukciós feltevésünk szerint 1, tehát állításunkat bebizonyi- 
töttuk. 


23. Bizonyítsuk be, hogy 











a b Ü ü 

c d 0 Új ja gjlef 
0 0 e f] [c dlílg As 
0 Ú g A 


Állltásank azonnal belátható, ha a bal oldalon álló delerminánst —. Lap- 
lacc tételét alkalmazva — első két sora szerint kifejtjük. A kifejtés során adódó 
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tagok egyetlen kivétellel mind zérusok. A kivétel áll a bizonyítandó állítás jobb 
oldalán. Az előjel pozitív, mert (—Ljetztitt2 sz (CI — -H]. 


24. Szorozzuk össze a 


2-3 1 6-1 0 
D,-] 2 4-2] ésa DD -Í2 3 1 
-1 § 3 0 1-1 


detérminánsokat mind a négyféle módon! Ellenőrizzük a kapott eredményt! 
Ha B, sorait D, soraival komponáljuk, akkor 


124340 4—- 941 0€-3-]1 15 —4 -—-4 
D.D.,-1] 12—47-0 4-12—2 01-4-H2] — 8 14 6]. 
—6—5--0 —2-415--3 Ú03-5-3 —-1li 16 2 


Ha B, sorait B. oszlopaival komponáljuk, akkor 


ú —Il0 -4 
DD — 2 8 új, 
d Í9 2 
ha BD, oszlopait 2, soraival komponáljuk, akkor 
10 9 3 
D.B,— j—22 HI -I[, 
1 8 —-I —5 
végül ha B, oszlopait B, oszlopaival kormponáljuk, akkor 
lú 3 3 
DD. —I—lü 20 -I 
2 —-4 —5 


DD, bármelyikét kifejtve, (— 1820)-at kapunk. Másfelől 
9770 és D, sz — 286, 
és e számok szorzata valóban — 1820. 


Z5. Számítsuk ki a következő determináns négyzetét (önmagával való 
szorzás útján: 


1 2 2 
33 3 
p-] £.L 2] 
3 3 3 
2 2 a 
ENE HÉÉ? 


Ellenőrizzük a kapott eredményt! 
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Mivel a determináns a főátlóra szimmetrikus, ezért sorai rendre megegyeze ekkor sor-oszlop Szorzást végezve: 
nek a megfelelő oszlopokkal, így bármely szorzási mód ugyanazt a számítási 





























eljárást adja: 9—-10 —1iI 15420 —i —1 35 -i 0 Ü 
L 2 2 l 2 2 DD, — 3 —6 72 §3-1i2Ís1—-3 7 171—]1-3 10 -§8]- 
yo ga air 7 -3-2 -2 —sá ai 1-5 -2-II 15 3-6 
p.l] 2.4 2/2002 29.59 01, --[§ 9817 —(-17604269) — 1496. 
3 3 3 3 3 3 s k , 3 —176 
2 2. 1 2 2 l valóban 
iszt ts NNKERE — e e. 3-1 5 B 9 5 
3 3 3 3 3 34 D 5 1 7 31—-Í]4 13 3]— 104—364 — 63, 
Ellenőrzésként kiszámítjuk a D determináns értékét: -1 —-2 1 0 0 d 
D, — 12410 — 22, 
sz —-1i1 ?Í—- és Igy D.D, — 22-68 — 1496. 
JI 
Z -I 27. Határozzuk meg a 
] 1 
— —[—1(1—4)—2(—2—4)32(4-- 2] — —(3- 12312) — 1. at xi 3 
21 21 DziÍt  3x-l x 
Tehát D? valóban 1. Ü Xx —2 
I ivaltját! 
zó. szorozzuk össze az alábbi két determinánst-: determináns dexivál . 
d xt  x-tl 3 2x 1 Ü 
3 —-1 5 PF-—-— li 32x-—-I wxil-—-i] 1 2x—l AtÍít 
B.—]j 1 7 3]; 5. -] 3 a dx Ü x —2 Ü x —-2 
—I —-2 1 72 
xt x-4l 4 xs x4l 3 
Ellenőrizzük a kapott eredményt. tin 2 3ja4(4]1 2x—i x]-— 
Mivel a két détermináns különböző rendű, a másodrendű determinánst Ü x -Z2 Ü l Ü 
ugyánolyan értékű harmadrendű determinánssá kell kiegészítenünk. A kiegé- 
szítés nem egyértelműen meghatározott, sokféle módon lehetséges. Például — 3x 2x—-i 4 -] I ü ax 2 o dj im 3. 
Ni X — 2 x —2 X —2 l 4? 
1 5 6 6 3 ü 5 
Boz]ix 3 51—-I x hl gp sz 2x(—4x42—x9—(—D)txH—4—3x7)1— (at — 3) 5 
y-2 4 -2 0 4 — —6x5—13x?-3dx4 5. 
ivel 
stb., ahol x és y értéke tetszőleges lehet. Legyen az egyszerű számolás kedvéért Mive x  xil 3 
pzli 3x—-1 x81—-—-xiT 3 ]-zim XT 
Ni Ni lax? ] 2x-I 











3 0 5 ü x —2 
-3 0 4 — — xíxt— 39) — 32(261—xt— x— 1) — —axt—dx33-2x135x4 2, 


16 
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ezért 
LD — —6x5-i12xtt4áxi 5, 


ami előző eredményünkkel valóban megegyezik. 


28. Mutassuk meg, hogy 


1 —2 3 —-2 —2 

22-i 1 3 2 
D-Í1I i 2 1 1[1—-1]8. 

l —4 —3 —2 —5 

3-2 2 2 —2 


A harmadik sorban négy elem 1, ezért oda könnyű 0-kat behozni. E cétbét 
vonjuk ki pl. az első oszlöpot a másodikból, negyedikből és ölödikből és az 


első oszlop kétszeresét a harrnadikból. Utána fejtsük ki a determinánst har- 
madik sora szerint: 


1] —-3 1 —-3 —3 


2-3-3 a ol p3 173- 
p-ji o o a otf-[737? 1 0[ 
1-5 -5 -3-6] 177 7973-6 
3-5 -4 -1 —s][ 179 7471 —5 


A második sorban már van cgy 0, érdemes számukat szaporítani, Ezért 
adjuk hozzá a harrnadik oszlop 3-szorósát az elsőhöz, majd másodikhoz, és 
utána fejtsük ki a determinánst második sora szérint: 


—i2 -8 —3 —3 


pal 9 010 —12 —8 —3 
-B —7 —1 —5 -8 —7 —5 


Hogy né kelljen nagy számokat összeszorozni, emeljünk ki a második sor- 
ból (—24-t, majd adjuk hozzá a második sort a harmadikhoz. Így 


—IZ —8§ —3 


—12 —-8 —3 
DD: 2 1 T 31-72 71 7 3]- 
—8 -7 —§ —1 0Ü -2 


--2]75 ves —8 


7 3 a 117 (—0(—D-4€— 28) — 118. 
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29. Ellenőrizzük, hogy a 


Ü K2  Y6 riÓ 
MEG ET Az NN EN ÉN 4) 
-y6 -FÉ3 a FS 
-Kio -yT -yS 0 


determináns értéke: 264/3415 —21Y 
Az első sorból és az első oszlopból V2-t kiemelve, 


0 I Ka KS 
.yz 1-1 3 VT 
DEI pg o 
-Y5 -VT -v5 0 
új Í 0 Ü 
m-a 00 B VT - 
-y3 -VP3 3 VS VIS 
- 45 -YT V3I-Y5 WV35 
-i vi ÉT 
--2][-y3 3 VS 4 YI5[7 
-Vs5 V2I-KS 35 
-i 0 ÉT 
2—-2]Íeyy 0 VS GVI5] 7 


-y5  V21-Y5 -vi5 Y35 
— 2(y31-y5 -VT5)(-V5 -V154-v21) — 2(V5 1 Y15-V2É 
30. Bizonyítsuk be, hogy 


—4—b. 


te" mk 
mü n 
! 
mü e 
h 


sa 


A determinánst az élső oszlop szerint fejtve ki 





a-b Ü 0 
0 a —-b 0 
6 ú a —b[7 
-§ Ü 0 ag 
a -4k 0 -b Ü ű 
zaljű a —B]1-3-b a —-h Üi 
0 0 a 0 a —h 
— gr fir — b — [3 — P Ü — at— hi 
a a —b j 








31. Mutassuk meg, hogy 


[--x I [ I 
I 1--y ] I 
l l 1tz I 
l I i l-k u 


XVIH-HXYZEIZE t XV XZN, 


Az első sort kivonjuk a másodikból, harimadikból és negyedikből, majd ki- 
fejtjük a determinánst utolsó oszlopa szerint: 





[4-x 1 Í I l4x ] 1 I 
[ 1--y I [ —x y 0 o 
I l-z I —1-x 0 z a[7 
] l Í l 7 u —x ü Ü 4 
x gy Ú l4-x 1l I 
-—]x Ű z7j4$4ul-x y ül 7 
x ü 0 —x Ü z 


— Xyz4-ulyzhayztaytaz) — xyzbüyztüxyz dux b UXZ. 
32. Mutassuk meg, hogy 
1--ajbi 1--ajb, 1-4a,b... 


1 -t- a,b, lta, b, 1-- db; mas 1 2 ab, 
[tajt 1-arb, 143-gyb,...ltast,Í5 0. ha mz2. 


a. 
mono ho kb rk a param ia a a kb kg po a a 


1-4-a ty Etab; 14alty...1Hab, 


14 ab, 


Kívonjuk a delermináns második oszlopát a harmadikból, az elsőt a má- 
sodikból, majd kiemeljük a rmásodik oszlapból (b,—bp-et, a harmadik oszlop- 


ból (29— 45]-t; ekkor a második és harmadik oszlop elemei megyegyeznek, 
ezért a determináns értéke ü, 


óÜ 


III. NÉHÁNY NEYEZETES DETERMINÁNS 


1. A Vandermonde-féle determináns 


ÁZ d. , dzs ..., da számokhoz tartozó Fanderinonde-féle determindns: 


H ai aj... at 
l da G3... az 


[ r—1ii- 
Fela, dzs da —I] ds 43-.. d; ; 
l a, al... at 


minden s esetén igaz, hogy 
Fly a dys very Cn) -— 


z (a. — ay) (ay — a (az — ag)... (ap— ay (a — do). ..(a,— da) — 


z (a — ay; 


izi-jzn 


ahol tehát a szorzat tényezői az összes olyan (a, — a,) alakú különb- 
ség, amelyben a; és a, az ai, dx, ..., a, számok valamelyike és i—j. 
nín— 1) 


3 számú tényező van a SZÖT- 


Megemlítjük, hogy összesen 


zatban. 

A Vandermonde-léle determináns szorzatelőállitásából ki- 
tűnik, hogy ha az, da, ..., 2, páronként különböző számok, akkor 
a hozzájuk tartozó Vandermonde-féle determináns értéke nern 
zérus, 


2. A reciprok determináns 


tra iz sss ia 


A ze Szn] 40 


BEF EFPZz aan nad nun 
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n-edrendű determináns reciprok determinánsának nevezzük az 
An An An 
4 "7 
ém dísz Am 
47" —-i 4 A A 
Át Ang Ára 
A A A 


t-edrendű determinánst, ahol Ax az ax elemhez tartozó előjeles 
aldeterminánst jelenti. 


Az A"! reciprok determináns nevezetes tulajdonsága, hogy 
A-val való szorzata 


I 0...0 
4.471 — 9 19-i, 
0 0... 


ami a s0r—sor-szorzás elvégzésével azonnal látható. 
Ha a reciprok determináns minden sorából kiemeljük 5 
akkor 


An Aja vs Ain 

Il IA Aaa ... A: 

AT — 21 22 én 
92 tl IRNEK j 

A Áaz ::. Á, 


és így az A determináns elemeihez tartozó (előjeles) aldeterminán- 
sokból képezett determináns értéke: 
ÁAÁn  Aiz. Ai 
Az  Aszz-.. Aza -— AT. 471 — 4771. 4.471 — A4n-1 
Ar dans Am 


Megjegyezzük, hogy ez akkor is igaz, ha A —0, mert ez esetben 
az aldeterminánsokból képezett determináns értéke is 0. 
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3. A szimmetrikus determináns 


Azt a determinánst, amelyben minden i és X indexre dx 7 ds 
vagyis amelyben az elemek a főátlóra tükrösek, szimmetrikus 
determinánsnak nevezzük. Ha az elemek ezen kivül a mellékátlóra 
is szimmetrikusak, a determinánst biszirmmetrikusnak mondjuk. 

A szimmetrikus determinánsban a megfelelő aldeterminánsok 
is egyenlők: Ax — Ar, ezért a szinmetrikus determináns reciprok 
determinánsa 15 szimmetrikus. 

Ha az n-edrendű $ szimietrikus determináns értéke 0, de nem 
minden (n--1)-edrendű aldeterminánsának értéke 0, akkor közü- 
lük legalább egy az § determináns főátlójában álló elemhez tar- 
tozik (vagyis 4Azx alakú). 

A. szimmetrikus determináns négyzete is szimmetrikus, hiszen 
a szimmetrikus determináns i-edik sora és f-edik oszlopa meg- 
egyezik és ezért az í-edik sor és k-adik oszlop kompozíciója 
egyenlő a £-adik sor és i-edik oszlop kompozíciójával. 


4. A ferdén szimmetrikus determináns 


Azt a determinánst, amelyben minden i és k indexre djy— — dir, 
ferdén szímmerrikus determinánsnak nevezzük. A definícióból 
következik, hogy a ferdén szimmetrikus determináns főátlójában 
csupa 0 elem áll. 

A ferdén szimmetrikus determináns fontos tulajdonsága; 
a páratlanrendű ferdén szimmetrikus determináns értéke 0, a 
párosrendű ferdén sziminetrikus determináns értéke az elemeiből 
alkotott bizonyos racionális kifejezések (Pfaff-féle alakok) teljes 
négyzete. 


5. Az ortogonális determináns 
A 11 


Bs Bsz .:: dan 


d12 mer din 
A — 


8-1 éa kan Han 
n-edrendű determinánst akkor nevezzük orrogonálisnak, ha 


dada tant:etatz]I (i—1,2, ..., 7) 
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és 
dydri Fzdya bt banana 7 Ű 


(szk); 


vagyis az ortogonális determináns minden sorának önmagával 
való kompozíciója 1, két különböző sorának kompozíciója 0. 
Ebből következik, hogy 


A:-— 1, 
AZaz 
4— tl. 


Megemlítjük, hogy ortogonális determináns transzponáltja is 
ortogonális, és két ortogonális determináns szorzata is ortogonális 
determináns, 

Gyakorló feladatok 

1. Bizonyítsuk be, hogy 


"aaz H 


15i-— (an 


Vlda gy (a.— ai). 


ÁMlításank bizonyítását teljes indukcióval hajtjuk végre. 
al n—? esetben 


úg 


— 87—ű, . 
(s z i 


l 
Földi de) — Í 





n—- 3 esetben (1. még a II. fejezet 19. (Gyakorló feladatát): 


l a; ai 
F.a, Ez a ds) z [1] Űz az 4 
Il aa aj 


Vonjuk ki az első oszlop ey -szeresét a második oszlopból, a második osz- 
lop a,:szeresét pedig a harmadik oszlopból, rnajd fejtsük ki a kapott determi- 
nánst első sora szérint: 





l Ú ú 
F,—]1 a1—a aríde— gi] — d2—a) az(dp— di) i 
I a4—a aígy— an) a5— d  aa(a9— e) 


Emeljük ki az első sorból (a, — ay)-et, a második sorból (as — a,)-ét, ékkor 


F, — (a,— a) (a— a) 1 ods 








7 (ay— ai (ay — a) (a — da), 
1 . 


tehát F.-ra ís érvényes az állítás. 
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b) Tegyük fel, hogy az (x— 1edrendű Vandermonde-féle determinánsra 
igaz a szorzatelőállitás: 
I ay... az 
Fear das res dn) — l ds... sz 


1 KN ON KGN KGN "EL, E EN EN KEN 


- (a,— d.) (a. — dab tr (a — ga) (a — ah tr (a — d s 


- I! í(ay— a). 


zzizizn 


c) Bebizonyítjuk, hogy ekkor a Fi (ap, ao, ..., du) determinánsra ís igaz 
a szorzatelőállítás. 


Az n— 3 éselben alkalmazott eljárást itt 15 követve, 


i ü Ü 1. 0 


I a5—gy daldy— da... ag (a — a) 
Ve la, da, 2. — 1 41—ai Gaj(az— ay) ... az "(ay — a — 
il a —a a.(a,— ay)... akt (a,— a 
dFa— di dala — da) ... ait (ap— a 
— [d4—a  az(dy— a) ... az" (ay— ai) 
d. — di a, (a, — a) Hü am "(a — a) 


h g,...az " 


— (a— aa) (ay— ay)" (d — út) ! da... a37 - 


z (a— ah (ay— aj "(a — ai) [V4- aláz Ügy --s4 an]. 
F.a (da, da. -.., da) értékét a feltételből ide behelyettesítve; 
Verd ügyv ses del 7 
7 (a7—ajkaz— an) - . . (a— én) [(d7—42) . . . (4.—a (a, —a;) . . . (a— do) 


Wa I (a,— a); 
151— [za 


s ezzel állításonkat bebizonyítottuk. 
2. Számítsuk ki az alábbi determináns értékét: 


l 1 €1 1 
D- l 7 4 8 

1 —-1 dí —Ii 

]l —2 4 -8 
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I. Meraoktás: 


Mivel az élső sorban és oszlopban csupa ! áll, érdemes az első sort levonni 
a többiből. Ekkor 


ll 1 


Il A 1 3 7 Il 3 6 
Dzl9 2 a nal7[-2 9 -2j-[-2 90 01 — 
0-2 09 — -3 3-9] 1-3 3-6 
0-3 3 -9 


3 6[. 
5.617 2€15-19 


H. Megoldás; 
sokkal egyszerűbb a determináns kiszámítása, ha észrevesszük, hogy B 
egy FV.(1, 2, —1, —2) alakú Vandérmonde-féle determináns, ui. 
V.(1, 2, —1, —2) — (2—14—1—19(—1—24—2—14—2—24—2ztl) e 
sz 1(—2(— 34 —314(—44— 1) — — 72. 


3. Határozzuk meg a F.í2, —1, 3, 1, —2 Vandermonde-éle determináni 
értékét! 


ll 2 4 § ló 

1] —] 1-1] 1 
F.(2,—1,3.1,—2)—]1 3 9 27 8li- 

1 11 II 

1] —2 4 —8 16 


— (—1—243-24X3414I —2XI41XI—34—2—2(—2-414—2—314—2- 1) - 
sz — 2880. 


4. Bizonyítsuk be, hogy 


a. a 1 bed I 
z 
D- jé ; : ace z (a— b) (a— e) (a— d) (b — c) (b—d) (c— d). 
dt d 1 abe 
I, Megoldás: 


Ha a determináns első sorából a másodikat, a másodikból a harinadikat, a 
harmadikból a negyediket kívoniuk, a harmadik oszlopba az utolsó elem kívé 
telével csupa 0 kerül: 


a-b a—b 0 —(a—b ed 

p.19—-d b-r 0 —-(b-cjad[/ 
tod c—d 0 —(c—dj)ab 
ad d 1 abc 


Fejtsük ki a determinánst harmadik oszlopa szerint, és emeljünk ki az első 
sorból (a— b-t, a másodikból (4— c)-t, a harmadikból (c—d)-t. Ekkor 


a—t a-—b —(a—bjed 
B a (—1)Ih2—e bh-—cec -—(h—rjadi — 
c—d ec-d —(c—dj)ab 


atb j cd 
z (a—thtb— o (c—-dlbie 1 att. 
ctd 1 ab 


Most isrmét kivonjuk a második sört az élsőből, a harmadikat a másodikból, 
majd kifejtjük a determinánst második oszlopa szerint: 





a—c 0 —dla—c) 
D — (a— b) (b— e) (c—d)lt—-d 0 —atb—dji — 
c-Htd 1 ab 
KEGY Hi a-—-c d(la—ce - 
(a—6)b— o (ed beg) 








— (a—bhí(b— ei (c—d)(a—o 6-0 1 a] a 
d 


z (a—b)(b— ce) (c —d)ta— e) (b—dY(a— d). 
H. Megoldás: 


A determináns mindegyik sorában égy-egy elem nulladik, első és második 
hatványa szerepel; ha sikerülne a harmadik hatványokat is a megfelelő helyek- 
re behoznunk, Vandermonde-féle determinánst kapnánk, ennek kilejtése pe- 
dig egyszerű, 

Vegyük észre, hogy ez sikerül, ha megszorozzuk a determináns első sorát 
a-val, második sorát b-vel, harrnadik sorát c-vel, negyedik sorát d-vel, majd 
kiemeljük az utolsó oszlopból a közös abcd-t (természetesen a szorzás rniatt 
abcd-vel osztani ís kell a délérminánsti: 


at a 1 bed z az a I 
tt hb 1 acdl  abcdií8? B b 51 
c c 1 abdl abedles e e 1V 
PP d LL abc d d" d 1 


Ennek a determinánsnak az értéke: 
Fela, 6, c, d) — (a—bta— cela — d) (b—ciibh— dt (e — d), 
Megjegyezzük, hogy az állítás az abcd— 0 csetben is igaz, mint erről könnyen 
meggyőződhetünk, 
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5. Határozzuk meg a 


2 3-4 
BDB-]5 -6 3 
4 2 —3 
determináns reciprok determinánsát (ha ilyen van)! Ellenőrizzük a kapott ered- 
ményt! 
A reciprok determináns létezéséhez szükséges, hogy D-t0 legyen. 
2 3 -—-4 
DpD-:5 —6 3] 7-— 36336—40—(96—45-4-12) ——11 -0, 
4 2 —3 


tehát D-nek van reciprok determinánsa. Számítsuk ki a reciprok determináns 


felírásához szükséges aldeterminánsokat! 


Daz [7 317 8- 6 z 12: D.--[/ 377615-19 ezi 


D. 7 b 


a Ő 3 —4 NENT Hő 
7 24 — 34; Baz z —(—9- 8) — Í; 
4 5l 10 -k 11 h -§ ( 


3 4 Z 3 — gr 
- m— — ear jaj D Iz — z —(4—12) — ü; 
Da 7 Hi 64-16-10; Da 3] ( ) 


— 2 —4 Me . 
pa] 3 79-24-15; D.--[§ 917620 -—26; 


BD. . mz-]2—-15 mm 37. 





2 ji 
5 6 


Így D reciprok determinánsa: 


12 27 34 
KETEÉTÉSÉ Ti 

p"-i1 -- ak 19 5 
31 31 5351 

15 26 27 

31 31 31 


6 


Ellenőrizzük, hogy valóban 5-5"! — 


3 3 74 —ti2 —27 —34 
D.D-17-Í5 6 . 71 -10 
l4 2 cz 
— (—31) ; (—961) — I 
c 31 ul 
mert 
—12 —27 —34 —-12 93 62 
15 36 27 15 —124 —93 


6. Mutassuk meg, hogy a szimmetrikus 


1 
A4A — I 
l 


EI ha 
Lak TRE da 


determináns reciprok determinánsa ís szimmetrikus. 
—170 (IL fejezet 23. Gyakorló feladata), ezért A-nak létezik 
szükséges aldeterminánsok: 


Mivel A 
ciprok detérminánsa. A 


az [3 31 6-4—2; 
velt 3les 
Aa [/ 1173-172 
melt l-es 
4 [/ 11-2-1— 1 


A reciprok delermináns tehát 


2-1 0 
4 —1—i 2 —-I 
0-1 1 





4a7-[/ 
4a7-[ 
Aa c] 


-—8 
27 


— 
rer 


93 62 


7 (—124 ai 77981. 


17-342--t; 
I[--3425-; 
I--2et ect; 
B-2ei -—I; 


TE: 
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7. Határozzuk meg 


2-1 3 
sz1—] 1 —-Z 
3 —2 —4 


: ri a 
mé ivel 5 szimmetrikus, ezért négyzete is az, nem keli tehát 52 minden elemét 
külön meghatározni. 

S0r—oszlop-szorzással : 


2-I 3 2-1 3 
szaz1-g 1 —2[-1—-I 1 —2]j— 
3 —-2 —-4l][ 3 —2 -4 
44149 EZT TTTTTTTTemTT ai 114 —-9 -4 
—j—2—-1—6 — 14144 TT h-]-9 6 3 
642-—-12 —3—2t8 9-44HI6GTT-a -4 3 239 


B. Mutassuk még, hogy 


ü 2-3 I 

2-9 4 3] g 
B-I 5 4 0-i " 

1! 3-1 —3 


és B. aldeterminánsok egymással egyenlők! 
ss velük észre, hogy B szimmetrikus, továbbá, hogy az égy sorban toszlop. 
ban) álló elemek összege 0; ha tehát pi. az első oszlophoz az ÖSSZES ri b 
hozzáadjuk, akkor az első oszlopban csupa Ú áll, ezért a determináns Y e Ü. 
A feladat második részének igazolására számítsuk ki a Hi: és a aldeter- 


minánsokat : 


32 4 3 
B.5--1-3 0 —115—4-449—-36—-2)— 33, 
1 —1 —3 
2-3 1 
Ba-[1-9 4 31-—-24-27149—-1248146 — 33. 
3 —1 —3 


Tehát His és Bu valóban egyenlő. 


Az olyan szimmetrikus determinánst, amelyben minden sor 
elemeinek összege 0, Borchard-féle determinánsnak nevezzük. 


E determináns értéke 0, és minden eggyel alacsonyabb rendű 
a II. fejezet 15. 


aldeterminánsának értéke egyenlő. (Vesd össze 
Gyakorló feladatával.) 
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9. Mutassuk meg, hogy az 


3-2 —2 
5-[-2 1 I 
-2 1 1 





delermináns értéke nulla, és állapítsuk meg, van-t nem 0 értékű másodrendű 
nkleterminánsa! 

Ha az első sorhoz hozzáadjuk a másodikat és harmadikat, az első sor két 
cleme 0 lesz, és a determináns értéke könnyén megkapható: 


—1i ú 4 1 1 
Il 1 
aZ Il 1 


Mivel S szimmetrikus és értéke 0, tehát ha vannak ném 0 értékű másod- 
rendű aldeterminánsai, akkor közöttük van a főálló valamely eleméhez tar- 
tozó 15, Ezért célszerű az A,x, aldeterminánsokat vizsgálni: 


3 —2 


1 
nz[/ 3-2 


ai 


3 —2 
Sza - — 3-4 5 —-I., 
sa 3 a] 


Tehát a harmadrendű nulla értékű, szunmétrikus § detérrmminánsnak van 
uemnulla értékű másodrendű aldeterminánsa. 


10. Számítsuk ki a következő determináns értékét : 
ü 3-3 7 ú§ 


-3 0 2-4 I 
D-i 5-2 o 1 —2]. 
a7 4-I 0 5 
-6§ -1 2-5 0 


Vegyük észre, hogy a determináns ferdén szimmetrikus. Mivel ezen kívül 
náratlanrendű (r— 5), ezért ériéke 0. 


11. A deterinináns kifejtése nélkül igazoljuk, hogy a 
0  x—a x-b 


xHa ű x—é 
xtb xie Ü 


z ű 
egyenlet egyik gyöke x— 0 (a, b, c adott valós számak). 


il 


Helyettesítsünk x helyébe 0-t; igy a 


Ü —a —b 
a Ü —ce 
b c 0 


ferdén szimmetrikus, páratlanrendű (r— 3) determinánst kapjuk, ennek értéke 
pedig a, b, c értékétől függetlenül valóban 0. 


AZ. Bizonyítsuk be, hogy 


xy Üü Il 
paloy x7i 910 gyigyjaniy, 
0 l 0 x —r 


ml] 0 y xx 


I. Megoldás: 
A. determináns mindegyik sorában és oszlopában van már egy zérus, Így 
mindegy, hogy hol szaporítjuk a zérusok számát. Tegyük ezt pl. az első osz- 


lopban. 
Adjuk hozzá az utolsó sor x-szeresét az első, — y-szorosát a második sor- 


hoz, majd fejtsük ki a kapott determinánst első oszlopa szerint: 


xy 0 I ü y Xy 1--x3 
-Yy x —] 14 80 E 0 x —-1—-Y  -xy — 
0 1 x-yíl I 0 Ax —y 
ab 0 y x —1] Ű y x 

y xy x11 
mix -íy4U) —xy 

I x -y 


Most az utolsó sor y-szorosát vonjuk ki az első, x-szeresét a második sorból, 
majd fejtsük ki a determinánst első oszlopa Szerint: 


y xy 531 Ü Ü h2d-ytri 
x —-í83N -xy[-]j0 -éőtyih Ü -— 
l x -y l x -y 
Ü CöAFE Ő) 2 reza ytne 
- z tér rk. 
—(t-vt 1) Ü ( 
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H. Megoldás: 


A determináns szerkezete azt sugallja, hogy érdemes lehet első két oszlopa 
(vagy sora) szerint kifejteni : I 





























D ez pé dts Hl Úatl x yi ]-I Úr 
-yxi[í[p o x ü 1] FF X —] 0 xX -y 
a: a 39 I] 9 il] o 1[. 
0 1lÍÍg ex —-1 0] [x -y al Ü/[[-1 0 




















— érette ht yt bat 3-1 — (atyja. 200 yt] — 
— 44y- ÍV, 
hiszen a kapott összeg (a-b) alakú, ahol a — xötv, b-l. 


. 13. Határozzuk meg az alábbi, ferdén szimmetrikus determináns értékét 
mint az elemeiből képzett racionális kifejezés (Pfaff-féle alak) négyzetét: 


0 a b c 
—a 0 d e 
-b -d a [[ 
—£ —r -f 0 


Próbáljunk meg valamelyik sorba, pl. az elsőbe, több 0-t hehozni. E célból 


adjuk hozzá a második oszlop t — §-szorósát a harmadikhoz, [ efezorosát 
d d 


a negyedikhez, ekkor 


t a Ü a) 
tú a hb e -a 0 d c 
—a 0 d o el/ td cd 
—b -d 0 Ff[/ b -d a ft] 
-rtr —e —f 0 b 
—e —e -fit . 
-g d € d 
bd cd [9 j 
—h  —- fr ab — bd aficd 
zSz —-—g zi Wj m— — 
eb ce c ré ft 
—e —fr—  — a a 
a a 


z bedet acdf4-(cdE — abert (beg — 
— [doce tt bedet(—afr eb (af cdH] — 
— (afy- Zabef t(bey 4 2acdf— Zbedetíedyt — (af bed ed y. 
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14. Döntsük el, hogy az 


CÖS€ —siINn ar 
SinK  COSA 


F - 








determináns ortogonális-é! 

Mivel costa-Hsin? a — 1, és cos a sin ge sin a cos a s Ü, ezért a determináns 
ortogonális, és így F"--]. Közvetlenül ís látható, hogy F—1 (vö. I. I. 5. 
Gyakorló feladatával). 


15. Ortogonális-c a következő delermináns : 


n nm 3 
€05— €05—  €C08-— 
3 3 4 


p ZIT Fi 
z [€005§—  €Cüs — CÜüs5 —- . 
3 3 4 
3m R 
CüSs — CO — €05— 
4 4 2 


Behelyettesítve a szereplő szögék köszinuszát: 


b 1 KR 
2 2 2? 

palob 1 KI. 
2 2 ? 
LELET 
r SÉG 


Mivel mindegyik sorban álló elemek négyzetösszege I, és bármelyik két sor 
kompozíciója Ú, a determináns ortogonális. 


16. Szorozzuk össze az 


COSt —$IT e 
Sint  COSG 


COS4 SIN 
—sijnüt  C0s er 


FF, — 








ésaz F,- 








ortogonális determinánsokat! 
s0or—oszlop-szorzási alkalmazva: 


cos? a sin? az 








F,F, — C€05 £ SÍN ő — SÍN € C0S ét — 
sin e €05 2 — €0OS a SÍN ar siréarteos a 
0 ]J I 





Látható, hogy F,F, ts ortogonális delermináns. 
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Ha sor—sor-szorzást alkalmazunk, akker 


— C05 ér SÍN) az — SÍN ét C0S éz 
cos az —sini éz 


cos! a — sin? ge 


FF, — , . 
$17 a €05 €-HCÖS éz S1II űi 





cöosíg —sin d 
sinZa — cos dal 





amely ugyancsak ortogonális determináns, tehát értéke szintén 1. 


IV. A DETERMINÁNSOK NÉHÁNY TOVÁBBI 
EGYSZERŰ ALKALMAZÁSA 


Á  determinánsok alkalmazását egy-, il]. kétismeretlenes lineáris 
egyenletrendszerek megoldására már láttuk az [.1. és [I.2. poöntok- 
ban. Most néhány egyéb alkalmazási lehetőséget mutatunk meg. 
Az ehhez felhasználható képleteket, összefüggéseket összefoglalva 
közöljük. 


1. Egyenes egyenlete 


Két adott P(x; yi) és P.C; Ya) ponton áthaladó egyenes egyen- 
lete harmadrendű determinánssal felírva: 


x p Il 
XI Ji j — Ü, 
Xs JJ. 1] 


vagy másodrendű determinárssal felírva : 


4-—ÁAr VY—-yV 
41—4A2 V—WVe 


— Ű, 








Gyakorló Ícladatok 


1. Írjuk fel a P(I;-3) és P(—2; 5) pontokon áthaladó egyénés 
egyenletéti 
Az egyenes egyenlete 





x Yy 1] 
1 —3 1Í1— 0 vagy x-] pre 
n7 5 1 xt2i y—5 
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amiből —- bármelyik determinánst kifejtve, majd az egyenletet rendezve — 
Bxt3yr1] — 0. 


Z. Döntsük el, hogy a P.(1;—3), P.(—2; 5) és P,(4; —11) pontok égy 
egyenesen vannak-e? 


Három pont nyilván akkor van egy egyenesen, ha a bármely 
kettőjük által meghatározott egyenes egyenletébe behelyettesítve 
a harmadik koordinátáit, az kielégíti az egyenletet, vagyis ha a 
Kkoordinátáikból alkotott determináns értéke 0. 


A determinánst felírva, majd utolsó oszlopa szerint kifejtve; 


1 -3 1 
4 IL 1 4 —II[ já —-II[I 1-2 5 


— 2-14(—-1h — 0, 


tehát a három pont égy egyencsen van, 


Z. Háromszög területe 


A Poa: PÁAXxr; Ya) és P.lxa; ya) csúcspontú háromszög terü 
letének előjeles mérőszáma 


I x n I] 
I g Xa Va l 
xs Fa I 


Ha :—0, akkor a három pont egy egyenesen van. 
Az a, b,c oldalaival adott háromszög területének négyzete: 


4 
16 


tt" — — 


h mű 
e" n men 
mm me. 
mm mr e 


dnXx-t-aytajz — Ü; 
daX 1-gayt as — Ü; 


HapA t asz y-t da te Ú 
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egyenesek által határolt háromszög (előjeles) területe : 


a 
dia tiz úia 
tar Baz sra 


!- 1 égi zzz úzg 
2 Jdij diallttsi áAzszlldsi ú3zz 
do  dosllédsi ÚHaalláii éig 




















Ha t —0, akkor a három egyenes egy ponton halad át! 

Ha a nevezőben álló determinánsok egyike zérus, akkor két 
egyenes párhuzamos. 

Az az(ay; da; aa) és b—í(b;; b.; ba) vektorok által kifeszített 
térbeli háromszög területe egyenlő a és b vektoriális szorzata 
abszolút értékének felével: 


l 
í — 7 fa Xbi. 


3. Határozzuk meg a P.(—1; 2), FP.(4d; —3) és P (— 3; 2) csúcspontú há- 
rórnszög térületét! 
Esctünkberi — a determinánst a Sarrus-szabály alapján kilejtve — 


:-1 2 
4 —-3 
-2 2? 


1.Lg 4148—6-—842) — ; 
2 27 


fi 
h] 


a háromszög területe tchát 2.5 területegység. 


4. Számítsuk ki a 3. 4, 6 cm oldalhosszúságú háromszög lerületét! 
A keresett terület négyzete: 


0 3 4 6 
ne il3 0 6 4 
lől4 6 0 3 

6 4 30 


A második oszlop kétszeresét kivonva az iolsóból, majd az első sor szerint 
kiléjtve, 


ily o § a al 6 al 36 4 
1-9 . o ug 77el3 9 —91——]4 6-9]. 
- 16 § 3 —g 6 4 —8 

6 4 3 —8 
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A két harmadrendű determinánst a Sarrus-szabály alapján kifejtve, 
3 l 
tí: ga 488] ks 1929—-—(— 144 43-64 — 1447 108) — 


9 1i6 45 


JET s — —n . 


-k — . 
16 4 16 
l 
Ebből r — Fi V455 za 5.33 emi. 
5. Határozzuk meg annak a háromszögnek a területél, amelyet az 


5—3yt]] — 0, az 5x—2yt14 — 0 és az y—2 — Ú egyenesék határolnak. 
A háromszög előjeles területe, a határoló égyenesek együtthatóival felírva; 








$ -3 117 
§ -Z ]4 
RL. 0 1 —2 e 
2 b —3i1s5 —-211o 5] 
3 —3]iŰú 1íÍ153 —3 
A. (20-455—30—70Y 125 5 9; 
2. (—10-4-1154(54X—5) 2 5 2 j 


területegység. 


6. Számítsuk ki a P.(3; —2; 1, P.,(—2;4;—1) és FP,(Ú; 5; —2) pontok 
által meghatározott háromszög területét vektorokkal! 


Feladatunkban PP, z a(—5,6, —2), PP, zz b(—3: 7: —3); vagyis 





i ij k 
axb —1—5 ő —2] —(0—18-414)1—(15— 6143 3-(—35-4-18)k s 
3 7 —]3 
— — 44—9j— I 7k. 
Így a terület 
íz ! VI63-81-4- 289 — ! 786 — 126 9 
s Al 2 sr IRÉN 
területegység. 
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3. Paralelepipedon és tetraéder térfogata 


Az ala; az; ds), bíb.; ba; ba), efc.; cs; Cs) vektorok által kifeszi- 
tett paralelogramma alapú hasáb (paralelepipedon) előjeles tér- 
fogata a három vektor vegyes szorzata: 


F - (ax be — akkr — ba Bea ba . 
Ci Cs o €g 


Ha V—0, akkor a három vektor egy síkban van. 
AZ Ala; ds; aa), B(bi; Sz; ba C(ci; Cs; Cs) és Didi; do; du) 
csúcspontok által meghatározott tetraéder előjeles térfogata. 


a, a. az ll 
. 1]b 59 ba 1 
— éle cz cz 1[/ 
d da d, l 
Ha F-0, akkor a négy pont egy sikban van. 


V 


7. Legyen egy paralelepipedon egyik csúcsából kiinduló három éle az 
a(l0: —5; 10): b(—11; -—2; 1íh és c(— 2; —i4; —5) vektor. Számítsuk ki 
a paralelepipedon térfogatát! 


Feladatunkban 
[0 -—5 106 0 —5 Ü —15 6 
V—-]-II -2 10]—1—-15 —-2 álsz 5 —30 —33 
—2 —i14 —5 — 0 —l4 -33 
sz 0(495-- 180 — 3375 
térfogategység. 


B. Számítsuk ki az A(Z; —3; 5), §(—1; 4; 3], C(3;1;1) és B(—2; 5; [d 
csúcspontok által meghatározott lelraéder térfogatát! 

Esetünkben felírva a determinánst, rnajd harmadik sorát az összes többi 
sorból kívonya : 


2-3 5 d -1 -4 4 0 
va. 4LI-1 4 3 a] 0 11-4 3.2 0[/ 
6Íl 3 1 til eél[3 141 
-2 5 1 1 —5 40 0 
j [61 -4 4 
-——[—-4 3 2I. 
5]1-s 40 
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A második sor kétszeresét kivonva az élső sorból, 


Tehát a tetraéder térfogata 71 térfogategység. 


9. Döntsük el, hogy a P,(2;1:€), P.(—1; 1: 12) P,(1;—3;—4) és a 
P,(—2; —2; 5) pontok egy sikban vannak-e. 
Mivel az adott pontok által meghatározott tetraéd er térfogala 


2 1 6 1 32-i 61 

v.. 4-1 1 12 1], 1]-3 0 6 0[ 
6! 1-3 -4 I 6 1—1 —4 —I0 0 
-3 —-2 5 1 -4 —3 —I 0 
1-3 e 5 1-3 0 0 

— 1-1 —4 —10)———]-I —4 —I2] — 
6.4 -3 —1 65 ]-4 -3 -9 








4 1 
4 —I2 5 36—36)—0, 
-34 -g 2 


ezért a négy pont egy sikban van. 


10. Bizonyítsuk be, hogy az a(l; a; a?), bél; b; 59 és ell; cz; c) vektorok 
(aszbzó által meghatározott paralelepipedon térfogata égyenlő egy olyan 
téglatést térfogatával, amelynek élei b— a, c—a, ill. c—b hosszúságúak. 

A. ferde hasáb térfogatát kifejező 





2 


l a 4 
F—-II bi 
l cé 


determináns a F,(a, b, c) Vandermonde-féle determináns, amelynek értéke 
F.(a, b, c) — (5—aj(c—aj(c— 04; 


ez pedig valóban a b—a, c—a, €—b élhosszúságú téglatest térfogatával 
egyenlő. 


4. Kör egyenlete 


A P(x Yo PAX Yah P.Áxs; Ya) pontokon áthaladó kör egyen: 
lete : 
rpm xy 
xityI Mm Ja 
xityi X; Vg 
xáty3 Xs Ja 


ee S 


II. Írjuk fel annak a körnek az egyenletét, amely átmegy a P.(1;MB,P(O;—- 1) 
és P.(— 1; 0 pontokon! 
Adatainkkal a kereseit kör egyenlete: 


xi xx y I xijyal]l x y 1 
IRO £ 0 18 0 1 a 1[/ 
ORI 0-1 1] Ü 0-1 al 
1-0 -1 0 I Ü "—-1 0 1 
1 0 1] 
se (xi-pám bh) 0 —1 19 :5—2(xt4.yh—1) — 0. 
—-1 ú I 


A kör egyenlete tehát x9-hy" — I. Valóban: a három pont az egységsuúgarú, 
ornigóközéppontú kört atta meg . 


12. Igazoljuk, hogy az alábbi négy pont egy körön helyezkedik el: P.(— 1; 0), 
P. (3; — 4), P.(—1; —4) és P.(3; ük 

A négy pont közül tetszőlegesen kiválasztott három pontön áimenő kör 
egyenletébe Behe lyettesítjük a negyedik pont koordinátáit: az igy kapott deter- 
ITALTLÁTIS : 


xítyi m n 1 1-1 0 1 1-1 0 ii 
xiryi x, Va 1 25 3-4áI[ 88 4 6 a[/ 
xityi x, y 1] 117 -1-—4 il [17 -1-—4  1[/ 
xigyi a n 1] 9 3 01 9 3 01 
1-1 I 1-1 I 
—-4l8 4 0/1--4l8 4 0/-0 
9 31 8 40 


mert a determináns két sora megegyezik. Így a negyedik pont koordinátái is 
kielégítik a kör egyenletét, tehát a négy pont valóban egy körön helyezkedik el 
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5. Interpoláció 


Három adott P(x; yi Poelxg; Yo) Palxa , ya) ponthoz (xy, £x, Xs) 
mindig meghatározható olyan legfeljebb másodfokú — inter- 
polációs polinom, amelynek grafikonja e nontokon átmegy, és 
amelynek egyenlete 


y — aptajxi ax 


alakú, tehát görbéje az y-tengellyel párhuzamos tengelyű parabola. 
Ezeknek az együtthatóknak meghatározásához meg kell oldani az 





kH , 
a Fax -tayxi — VI; 

a - 
ég Tt dX.-téXa — Va; 
dot ajXstdXxg — Va 


hneáris egyenletrendszert. Ennek valóban van egyértelmű meg- 
oldása, mivel determinánsa 


l xy, xi 
l x, xz 
l Xxa x3 


alaku, vagyis Vandermonde-féle determináns, amelynek értéke 
különböző abszcisszájú pontok esetén nem lehet 0. 

Hasonlóan határozható meg s--1 számú különböző abszcisz- 
szájú ponthoz olyan, legfeljebb s-edfokú interpolációs polinom, 
amelynek görbéje ec pontokon átmegy, és amelynek egyenlete 


Yy— üpt ax tt: Ha Ax 
alakú. 

13. Határozzuk meg azt a legleljebb másodfokú, y s ajrtajxtaa alakú 
polmomeat, amelynek grafikonja áthalad a P((I; 0), P(2; 3) és P(3; 1) 
pontokon! 

ÁZ y — gat axt ax? egyenletű parabola akkor halad át a három adatt 
ponton, ha 

aba: 2Zta 8 — 3; 


49 t ay:3- da: 3" sz ][Ü. 
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Az egyenletrendszer determinánsa : 


l 1 I 
FL, 2, Ké — l 2 2: 
1 3 9 


Mivel — a Sarrus-szabállyal számolva — 


— (2—1)(3—1)(3—2) — 2. 














ü il 
Do-] 3 2 4]1—4049—70—27 — 4, 
tü 3 § 
Il 0 1] 
D-i] 3 4l/ - 27410-—-3—40——6 
1 lú 9] 
fi Ü 
Dzs 2 3]- 2043—-9—10 — 4. 
1 3 1ü 
rt 
EZÉT a -6 SA) 
a- 77! n:— sr tiz — 3 To 


így a keresett parabola egyenlete 
y 5 20—3x1l. 
14. Írjuk fel annak a legfeljebb harmadfokú y — aytajetajótazr 
égyenletű parabolának az együtthatót, amely a P(—I; 9), PAL; 04. Po(z;, 4) 


és P.(3; 24) pontokon halad át. i 
jú fé y sz évek ax ax ay? parabola görbéje akkor halad át az adott 


négy ponton, ha 
agtat—11tad— 1y4-a4—iy — 0; 
üt" 1 -k Ha" 1: 4 ífg" b —- Ü; 
agta2Ztay2ttayb —- Ö; 
üt a473-4- ag 3tt ay 38 te 24. 
Az egyenletrendszer determinánsa : 
I (4—1 (— UT (—1y 
l ] I: ib 
l 2 za pl 
l 3 31 3 
vagyis a V.(—]1, 1. 2, 3) Vandermonde-féle determináns, ezért értéke 
€174-19(2-4R1)(2—19(3-4143 114(3— 2) — 48. 


ir 


Mivel — a harmadik sor négyszeresét a negyedikból levonva, majd az első 


oszlop szerint kifejtve —: 


0-1 1 -I 0 —i 
Óó 2 4 3 6 7 
24 3 9 27 Ü —§ 


(a kapott utolsó determináns első és harmadik oszlopa megegyezik), továbbá 


hasonlóan számltva 


]l 
1 -1 1 1 
1 Í l 
4 sél 1 I 1/[-0 
5 —3 7 
7 s —5 





1 6 4 § I 6 4 g][/ 
124 9 37 —3 0 —7 -s 
1 1-1 4) Ű —I 
mól 1 ii 11--6l 2 2 - 6 2 2-4 
—3 --27 05 —§ —12 —s —8§ —-]12 ; 
I] —1 ű —1 1 -1 0-1 
1 324 27 -3 -5 0 —s —3 —-5 -5 
1-1 10 1-1 10 
1 2 4 6§[/ I 2 4 § —-6[ 1 1 1/1—- 
1 3 924 —-3 -$ 7 0 -3 —3 -7? 
ü -1 Ü a 
—-6l 2 1 2 - 6] 21788 
ezért 
Ü — 48 
84 — — sz (), mm 7. 48 
. 48 úa ág 49— — s (, aze lt 


és Így a keresett polinom 


ps xx, 


£4 


6. A Fibonacci-féle számsorozat 


Az u 7-0; 471; ...; u — U.i t ta 4173, 4, ...) rekurzióval 
megadott számsorozatot Fibonacci-féle számsorozatnak nevezzük. 
A sorozat néhány első eleme: 0, 1, 1, 4, 3, 5, 8, 13, .... 


15. Mutassuk meg, hogy a Fibonacci-féle számsorozat az alábbi determi- 
nánsok sorozalával is megadható: 


mzü; — szel; — üzlll; a [/ "al -z 
[- 15 g 
nzli 1-iIle3; wz 7 z 5; 
ü 1 Ü 1 1 -—1 
b Ü 1 Í 
1-1 06 a 0 
1 ]l] —1 Ü Üü 
a zi0 1 1-0 0b—8:..; 
ű Úú hi 1 -i 
ü Ül ú) 1 I 
1 2 2 si szt 
111 -1 0..0 0 
211 1—1..0 0 
LÍ0 1 0 1..0 0 
Haz hl vl ll . § 
n-á[d ű 0..I -I 
n-aló 60 0..1 I 


vagyis általánosan u, azzal az (n1—2rFedréndű determinánssal adható meg, 
amelynek főátlójában csupa 1-es, a tőle jobbra levő átlóban csupa — 1-es, 
a tőle balra levő átlóban csupa 1-es áll, a többi elem pedig zérus. 


Könnyen meggyőződhetünk arról, hogy a sorozat első elemeire az üssze- 
függés igaz, be kell még látnunk, hogy 


Ha az u,.,z determinánst utolsó sora szerint előbb kifejtjük, majd az Így 
kapott két determináns közül az elsőt utolsó oszlopa szerint, akkor a jobb 
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oldalon valóbar Hnat ÉS 4, összege áll: 


1 a fm-eg n—]g H 
tease zi 
LI1-1i1 €.0 a 9 
I 1 —-h..d a og 
Ü 1 
Hara tak p a.r, a em 9 9 
a-b 0 0..1-i 0 
ij űl 0. 1 il —1 
al 8 0. úű l l 
L pslikbl 
Il —1 0... ű L 
l [ -1..ü o 
— (— HÜ l :..Ú ü -- 
d ü 0..I 0 
ü ú ü.. —1 [87 
L n:-§4 
LIP -I 0...oj [171 
Pt §-r.ob it 1 - 
— 1 01...alei9 I 
s MRGNENNENE 0 0 9 
ű Üü 


7, Racionális egészfüggvények 


Minden racionális egészfüggvény (polinom) determináns alakban 


irkató fel a következőképpen: 


e a sesüli 
t-t 0..0 Oja 
1 4—-t..0 a 
0 1 $..0 Oo 
0  0..t -] 
0 0 0.g n-k 
01.L 
0 0 
0 
a a a a a 7 Hasatt Ha. 
—] 
iz 


X9t-a,. tha, xi... -hajrtan — 


X-hda-1i da-g docg... de aj 
—] x 0 .. 0 0ű 
ű —-I X . Ü ű 


RA 


d 
1 


ü 


vat 


16. Igazoljuk a fenti összefüggésti I 
Adjuk hozzá az első oszlop x-szeresét a második oszlophoz, majd az Így 


átalakított második oszlop x-szeresét a harmadik oszlophoz, és Így tovább, 
végül fejtsük ki a determinánst az utolsó oszlopa szerint. A kifejtés csupán 
egy tagot tartalmaz, mert az oszlop az első elerntől ellekintve csupa Ú-ból ált. 
Az első elém éppen a bal oldalon álló polinom, a hozzá tartozó (n— í)-ed- 
réndű aldéterrmináns pedig a következő alakú: 


—l 4... Ú 
( gyen Ü — 1 dar út 
b 4... —I 


Ennek értéke 
(—a pt —1yt —(—DT, 


ari s-től függetlenül 1. 


8. Függvények lineáris függetlensége 


Legyen az Yi, Pa, ..., Va függvények mindegyike legalább (zr— 1)- 
szer differenciálható az azxzb intervallumban. Ha iéteznek 


olyan Cr, Cgs s... Ca Számok, hogy a 


Csa Tegyek ten FO 


azonosság teljesül, és €), Cs, ...s Ca között van zérustól különböző, 
akkor az pi, Va, -.., Va függvények egymással Fnedrisan összefügg- 
nek. Ha a fenti azonosság csak £p—c5— ...—c,—Ü esetben áil 
fenn, a függvények Pnedárisan függetlenek. 

Annak szükséges és elegendő feltétele, hogy az Yi, Vas .--i Va 
függvények lineárisan függetlenek legyenek, az, hogy a belőlük 
képezett Wronski-féle determináns ne tűnjön el, azaz 


Fi Va szi Fa 
vi Ya 0... XX 
HV Ezra) E i ű 0 


(5—1 -1 —1 
HED yzy 
legyen. 
17. Döntsük cl, hogy az se", vszet, se" függvények lincárisan füg- 
getléneék-e, 
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Mivel 
And et F anti e" pi. e" 
He, e e )ele 2er Jer - jü er Jeti 
e" jer ús s ü jei" Be" 


zo er(Bet get) — Je" s Új, 
ezért az adott függvények lineárisan függetlenek. 


. 18. Döntsük el, hogy az y.—x1--8, y, — x1—3, y, s 1t-x? függvények 
lincárisan függetlenek-e. Ha összefüggnek, adjuk meg az összefüggést! 7 


xx 8 x7—] xt3it 
2x 2Zx 2Xx 
2 2. 2 


mert a második sorból x-et kiemelve, a determinánsban két sor me ezik 
Ezért a három függvény lineárisan összefügg. veBy 


Ez azt jelenti, hogy van olyan zérustól különböző c, cs, cz számhármas 
ámelyre Í 


H (xx -t- 8, x2—3, xi) — z (, 








et 5) ég (xt— 3) eglxt 1) FŰ, 
ami csak úgy lehetséges, ha 
ttéüstéz s Ü; 
Be. destez — Ü. 
A második egyenletből az elsőt kívonya, 
1e—4cy — 0. 
Ez utóbbi egyénletnek végtelen sok megoldása van, hiszen egyik isrmmeret- 


í 
len, pl. c, szabadon megválasztható. Ekkor azm7 ci, és az első egyenletből 


7 11 
Ca azaz cg ér Ha pl. c4—4, akkor é9—7, c ——11 és valóban 


dir 814 7(x7— 3) 110741) s 0. 
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MÁTRIXOK 


I. A MÁTRIX FOGALMA, 
NÉHÁNY FONTOSABB SPECIÁLIS MÁTRIX 


a) Alapfogalmak. A gyakorlatban nap nap után sok-sok szám- 
adattal kell dolgoznunk. Ezeket az adatokat legtöbbször célszerű (az át- 
tekinthetőség kedvéért) különféle táblázatokba rendezni. 

Egy osztály tanulóinak néhány adott érdemjegyét pl. a következő táb- 


lázatba érdemes rendezni: 
HEZZSNENÉSESENES 
5 ú li ú 


bagyar 
Történeélern 
Matematika 
Fizika 
Kémia 
Orosz nyely 












Így ui. az adatok könnyen áttekinthetők, összehasonlíthatók. 

Ha több osztályról és ugyanezekről a tantárgyakról van szó, 
felesleges a fejléceket mindig megismételni, egy-egy osztály jegyeit 
elegendő az alábbi alakban megadni: 


5 9 Il 60 
6 10 13 2 0 
2 3 IZ § 2 
3 9 10 8 1F 
4 10 IO 6 1 
6 9 96 l 


Itt nagyon lényeges, hogy melyik szám melyik helyen áll. A most 
felírt táblázatot mátrixnak nevezzük. 

Általánosan méátrixnak nevezzük bármilyen n:m számú a 
mennyiség (1— 1, 2, ..., n; k—], 2, ..., m) alábbiak szerinti tégla- 
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lap alakú elrendezését, amelyet szögletes (esetleg kerek) záró- 
jelbe tesznek: 


dia iz --- im 


ta; Baz --- Una 


ni dnz ht Bam 


Azt mondjuk, hogy a fenti mátrix Hn-si típusú, mert tn sorból 
és m oszlopból áll. Az a, mennyiségek a mátrix elemei; Itt az index 
az elem helyét jelöli: az a. elem az í-edik sor és a k-adik oszlop 
találkozásában áll. 

A mátrix elemei lehetnek valós vagy komplex számok, függ- 
vények, vektorok, esetleg mátrixok is. A továbbiakban — hacsak 
mást nem mondunk —- a mátrix elemeit valós számokból vesszük, 

A mátrixot célszerű egyetlen matematikai fogalomnak tekin- 
teni és egyetlen jellel jelölni. Nyomtatásban félkövér latin nagy- 
betűket, kézírásban kétszer aláhúzott nagybetűket szokás mát- 
rixok jelölésére használni. Előző mátrixunk tehat Így jelölhető: 


éji Biz: im 
ősi Ban nna . Lé ETO 


ÁÁ — 
dai duz c Hum 
A mátrix röviden így 15 jelölhető : 


A — [du]. 


Ha a rövid jelölésben azt is fel akarjuk tüntetni, hogy a mátrix- 
nak rt sora, il. mm oszlopa van, ezt így tehetjük: 


A sz [d] 

Ha egy mátrix sorainak és oszlopainak száma egyenlő (rt — mij), 
négyzetes máirixnak (kvadratikus mátrixnak) nevezzük. A négy- 
zetes mátrix sorainak (és oszlopainak) száma a máírix rendje. 
Az n-edrendű mátrixnak tehát eleme van; az elsőrendü mátrix 
egyetlen elemből áll. A mátrixfogalom a számfogalom kiterjesztése- 
ként fogható fel. 
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Ha az A mátrix sorait és oszlopait felcseréljük egymással, az 
A mátrix rranszpondítját kapjuk, ezt A"-gal jelöljük : 


dir M21 na. Ü.1 
At — disz dzs -.. dog 
Br dom rt am 


Ezért az mem típusú mátrix transzponáltja m-s típusú mátrix. 
A transzponálás lényegét jól mutatja az 


lazy] — [ad 


jelölés ií5. Az s1-edrendü (tehát négyzetes) mátrix réndszáma a 
transzponálás során nem változik. Például az 


2 —3 l 
A — 
12. 31 F l — 5] 


matrix transzponáltja az 


2 4 

A" — [—3 l 

3. 99 l —5 
mátrix. 


Nyilvánvaló, hogy az A mátrix transzponáltjának transzpo- 
náltja az eredeti A mátrix. 

Különleges szerepe van az rt-] és az 21-i típusú mátrixoknak, 
vagyis azoknak a mátrixoknak, amelyeknek csupán égy oszlopa 
vagy csupán egy sora van. Az egyetlen oszlopból álló mátrixot 
oszlopmátrixnak (vagy — ha vektorként togjuk lel — oszlop- 
vektornak), az egyetlen sorból álló mátrixot sormátrixnak fvagy 
sorvekternak! nevezzük. Az oszlop- és a sormátrixokat félkövér 
latin kisbetűkkel jelöljük, Az a oszlopmátnx pl. így adható meg: 


Hi 


zi 
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vagy — ha itt a felesleges kettős indexet elhagyjuk —: 


di 
a 

Aa : u 
ül, 


A sormátrix jelölésekor — az oszlopmátrixtól való megkülönböz- 
tetés céljából — még azt is jelezzük, hogy a sormátrix az oszlop- 
mátrix transzponáltja : 


at — [di1, disz, s daml — [dd őz: ---s ml. 


Ha több sormátrixot kell megkülönböztetnünk, és félreértést 
nem akozhat, akkor a csillagot felső indexszel helyettesíthetjük. 
Helykímélés céljából szokás az oszlopmátrixot 


a — [di1, dei s Gaj" 


alakban is felírni. Ez azt jelenti, hogy az a öszlopmátrix a jobb 
oldalon álló sormátrix transzponáltja. 

A mátrix fogalma — mint az eddigiekből látható — a vektor 
fogalmának általánosításaként 15 felfogható. 

Ha valamely A mátrixból tetszés szerinti sort és oszlopot el- 
hagyunk, az A mátrix egy minormátrixát kapjuk. Ha pl. a 


1 3-2 5 7 
3 2 1-I 0 
B—-Íi4 8-6 7 —2 
5 4 3-2 1 
7 —3 —2 —-1] 5 


mátrix első, harmadik és negyedik sorában, valamint a második 
és negyedik oszlopában álló elemeit elhagyjuk, akkor B következő 
minormátrixát kapjuk: 


, B i 0 
v-[ 5[ 


Ezt a minormátrixot szokás Bf:3.s:tel is jelölni, mert második 
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és ötödik sorának első, harmadik és ötödik oszlopában álló 
elemekből alkottuk. 

Bontsunk fel égy mátrixot bizonyos sorai, ill. oszlopai mentén 
részekre, azaz olyan minormátrixokra, amelyeknek szomszédos 
elemei az említett mátrixban 15 szomszédosak. Egy-egy ilyen 
mimnormátrixot az eredeti mátrix biokkiának szokás nevezni, a 
szétbontás műveletét nedig a márrix partícionálásának. Például az 


3 2-p I § § 
4 0—-t , 2 —3 
5 0 7 ! —G§ —2 
3 4P-p [0 PF 3 


mátrixot bontsuk fel a behúzott szaggatott egyenesek mentén 
blokkokra. Ha az egyés blokkokat az 


3 27 —Ii 5 6 
Án 5 4 ú — I a Áj: 2 a 3 ; 
-—2 1 3 —2 1 


5 0 7 —-6 —2 
aa [; lt a] I A 


betükkel jelöljük, az eredeti A mátrix így írható fel: 


Át jö 
A — , 
s Aze 


Ez az írásmód sok esetben megkönnyíti a tárgyalást. Az ilyen 
mátrixot, amelynek elemei tehát szintén mátrixok, kipermáírixnak 
szokás nevezni. 

Egy mátrix speciális minormátrixaiként fogbatók fel a mátrix 
oszlopaiból alkotott oszlopmátrixok, ill. a soraiból adódó sor- 
mátrixok. Ezekkel pl. a mátrix a következőképpen is felírható: 


1 
öz dja ris Elm ü 
HA 
íz ag -.. Ham a 

este — [d1dAuhó ad [.§. 
ft, ki donar nema annk on : 
dni Hua -. öm a" 
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ahol a, a k-adik oszloprmátrixot és a! a k-adik sormátrixot jelenti, 
azaz 


Ik 
Ü ok ; k 

a —[. 1 és a — [dd1. ére; 
Ü ak 


Például az 


2 KR 4 —3 
az [ —2 5 al 


1 drm]: 


mátrix felírható oszlopmátrixok segitségével az 
A — [d1, 35, üz, ax) 


alakban, ahol 


lel 
177 1 : meni —? bi 
ill. sormátrixok segítségével az 
al 
4 [d 
alakban, ahol 


a! — [2, 8, 4, — 3] 


xi 


és a? — [[, —2,5, 6]. 


(Ügyeljünk arra, hogy a felső index itt nem kitevőt jelent, aminek 
itt mincs ií8 értelme.) 


b! Speciális mátrixok. Most néhány fontos speciális mátrixot 
mutatunk be. 


L. Zérusmairixnak nevezzük azokat a mátrixokat, amelyeknek 
minden eleme ü. Pl. a 


§ 0 0 
Ú Ü 0 
mátrix zérusmátrix, 
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2. Diagonálmátrixnak nevezzük az olyan négyzetes mátrixot, 
amelynek csak a bal felső sarokból a jobb alsó sarokba húzott 
átlójában — a főátlóban — van Ú-tól különböző eleme. Áz 


éti ü ..Ü 
Ű — de... 
Ü Ű ... dum 


diagonálmátrix rövid jelölésére az 


(ii gas sss Ünn) 


szimbólumot használjuk. Így pl. 


3 00 
0 —1 0OÍ 563, -1,0 
0 00 


3. Egysegmátrix az a diagonálmátrix, amelynek főátlójában 
minden elem 1-gyel egyenlő. Az egységmátrixokat F-vel vagy 
[ó,-vel jelöljük, ahol ó,, a Kronecker-féle szimbólum: ő;;— 1, 
ha i—j és a,,—0, ha F-j. Az egységmátrix rendszámát az E mellé 
tett indexszel jelölhetjük; így pl. 


I 0 0 
E,— 10 I 0f-(I,I, B. 
0 0 J 


Az , egységmátrix" elnevezés indokoltságát a mátrixműveletek 
kapcsán fogjuk belátni. 

Azokat az oszlop-, ill. sormátrixokat, amelyeknek egyik eleme 1, 
a többi zérus, egységvektoraoknak nevezzük. A három elemű 
egységvektorok oszlopmátrix alakban 


l § Ü 
e, — [01 ; e. mÍli; e, — JÚ[ ; 
Ü Ü l 


HA 


sormátrix alakban 
ef — [1,0,0]; ez — [0. 1, 0]; ej s fú, 0, 1]. 


Az index itt azt jelöli, hogy az egységvektor melyik eleme I. 
Minden 1-edrendű egységmátrix n olyan oszlopra (sorra) bont- 
ható, amelyeknek mindegyike egységvektor: 


e: 
ez 


[1 


vagy E, — 


E, — (e, Egy eres c] 


Ch 

4. Összegező vektor az az oszlop- vagy sormátrix, amelynek 
minden eleme 1; jele: 1. Az összegező vekfor nem egységvektor! 
Az elnevezést a mátrixműveletek indokolják. 

5. Permutáló mátrixnak nevezzük azt a négyzetes mátrixot, 
amely az egységmátrixból az oszlopok vagy sorok más sorrendű 
leírásával (permutálásávai) kapható. A permutáló mátrix minden 
sora és oszlopa csak egy-egy 1-est tartalmaz, a többi eleme 0. 
Egy negyedrendű permutáló mátrix pl. a következő: 


0 0 IÍ0 
ll ű 0 0 
0 06 0 l[ 
0 I 0 0 


6. Szimmetrikus mátrixnak mondjuk azt a négyzetes mátrixot, 
amelynek elemei a főátlóra szimmetrikusak, azaz a; — d. A SZIM- 
metrikus A mátrix nyilvánvalóan azonos transzponáltjával, A"-gal. 
Szimmetrikus pl. 


3 2-4 I 
2-2 3 —2? 
SzI 4 3 s5 e 
1-2 6 I 


7. Antiszünmeirikus vagy ferdén szimmetrikus az a négyzetes 
mátrix, amelyben a főátlóra szimmetrikus elemek egymásnak 


ellentettjei, azaz a;— — ag minden i-re és j-re. Ezért az anti- 


g6 


szimmetrikus mátrix főátlójában csak 0 állhat. Antiszimmetrikus 
mátrix pl. 


0 I -3 2 

-] ú 5 —4 
pr - 

3-5 0 I 

-Z 4-1] 0 


8. Háromszögmáírix az olyan négyzetes mátrix, amelynek fő- 
átlója alatt vagy fölött csupa Ű elem áll. Az elsőt felső, az utóbbit 
alsó háromszögmátrixnak nevezzük. A diagonális mátrixok olyan 
speciális háromszögmátrixok, amelyek egyszerre felső és alsó 
háromszögmátrixok. Felső, ili. alsó háromszögmátrix pl. 


3-1 1 4 3 00 0 
0 —-2 5 —3/ , —1 —2 0 0 
Bs] o 7 al s Ef 1 5 7 of 
0 0 0 —6§ 4 —3 1-6 


3, Ciktikus mátrix az olyan négyzetes mátrix, amelynek elemei 
soronként tés oszloponként ciklikusan ismétlődnek, azaz bár- 
melyik sor a közvetlenül fölötte álló sorból úgy kapható, hogy 
annak mindegyik eleme helyébe az illető elem bal oldali szom- 
szédját írjuk. Az első elem helyébe — amelynek nincs bal oldali 
szomszédja — a sor utolsó eleme kerül. A ciklikus mátrixot tehát 
elsa sora már meghatározza. Ezért szokás a 


€1 Ún [LB ! C 
C - Ch Cr. Can 
Üs Ca --- CL 
ciklikus mátrixot 


C(C1, Cy, ..., Cp) 
alakban is megadni. Például 
—2 I 3 2 
2-2 1 3 
€(—2,1,3,2 — 
( 2) 3 2-2 1 
l 3 2 —2 


9? 


10, Primitív cikfikus mátrixnak nevezzük azt a cikukus mátrixot, 
amelynek első sorában az első elem Ú, a második I, a többi zérus. 
A negyedrendű primitív ciklikus mátrix pl. 


Ű Ü 
C(0,1,0,0 — 


e. 
a a E mi 
a 


1 

Ü 

l Ü 

A primitív ciklikus mátrix egyúttal speciális permutáló mátrix 15. 

11. Komplex márrixnak nevezzük a mátrixot, ha elemei között 
komplex számok is előfordulnak. Komplex mátrix pl. 

4 1 —i 

K — b É i 


ral 


12. Komplex mátrix konjugált máirixát úgy kapjuk meg, hogy 
miriden eleme helyébe annak konjugáltját írjuk. Például az előbbi 
E mátrix konjugáltja 


— 3—di l i 
K b; 2--i al: 


Nyilvánvalóan a K mátrix K konjugáltjának a konjugáltja az 


eredetit K mátrix: RK —K. 

13. Hermitikus márrix az olyan négyzetes matrix, amelyben 
4a—a, minden i és j indexre. Ez azt jelenti, hogy a főátlóral 
szirnmetrikus elemek egymásnak konjugáltjai, és a főátlóban 
álló elemek csak valós számok lehetnek. Hermittrkus mátrix pl. 


wa 2—i 


1 1—r 3i 
H — 117-i 5 óí. 
—-3xi 6 Ü 


A valós elemekből álló szimmetrikus mátrix a hermitikus mátrix 
speciális esete. 

14. Ferdén hermitikus vagy alternaló az a négyzetes máirix, 
amelyben minden / és / indexre a,;— — d, ami azt jelenti, hogy 
a főátlóra szimmetrikus elemek egymásnak negatív konjugáltjai, 
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cnnéítogva a főátlóban álló elemek tiszta képzetes számok vagy 
zérusok, Ferdén hermitikus pl.: 


i 1—i 2 
H-— 1—1-i 3 a 
— 2 Í Ü 


A valós elemekből álló ferdén szimmetrikus mátrix a ferdén 
hermitikus mátrix speciális esete. 

15. Kontinudnsmátrix az olyan négyzetes mátrix, amely csak 
a főátlóban és a főátlóval párhuzamos két szomszédos átlóban 
tartalmaz zérustól különböző elemeket. Kontinuánsmátrix pl. : 


3 5] 50 0 

2 5 6 0 
8- [92-i 21 

0 Ü 2 —3 


A diagonálmátrix cszerint speciális kontinuánsmátrix. 


Gyakorló feladatok 


1. Egy üzem háromféle terméket gyárt négyféle alapanyagból. Az egyes 
termékek cgy-egy darabjához az alábbi nyersanyagmennyiségek szükségesek: 





Írjuk fel a termelési adatokat mátrix segítségével! 
Ha pl. a mátrix egy-egy sorába az egyes termékek nyersanyagszükségletét, 


cgy-egy oszlopába az egyes nyersanyagokat írjuk, a keresett mátrix a követ- 
kező: 


Tr 3 2 0 5 
ca "Pi 1 4 2[. 


3 4 1 4 
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Ha az egyes termékek nyersanyagszükségletét írjuk az oszlonokba, és a 
különböző nyérsanyagokat a sorokba, az eredeti mátrix transzponáltját kapjuk : 


(da) 


fi A hi Ua 


I 
l 
4 
2 


uh ta B 


Az is azonnal látható, hogy a T mátrix oszlopmálrixai egy-egy nyersanyag 
felhasznált mennyiségét mutatják, ha mindegyik térméktbül egyetlen darabot 
gyártunk; sormátrixai pedig az egyes termékekhez felhasznált nyérsányagok 
mennyiségét. (A T" mátrix esétében éppen Fordított a helyzet.) Például a 


§ 
ta — d 
1 
oszlopmátrix a c nyersányag felhasznált mennyiségét mutatja, a 


"z[1, 1, 4, 2] 


sorrnálrix pedig a II. termék nyérsanyagszükségletét. 


z. A hbírlapelosztában az alábli táblázat mutatja az egyes újságárusokhoz 
kiszállítandó napilapok mennyiségét: 






Népszabadság 


Népszava pi LE 
Magyar Nemzet 40 ! 
Magyar Hirlap 40 
Esti Hirlap gÜ 
Daily Méws £ 


Készítsünk az adatok alapján mátrixot, melynek soraiban az egy-egy lap- 
ból kiszállított példányszámok állnak. Milyen mátrixszal adható még az idé- 
gen nyelvű lap kiszállított példányszáma, a 3. számú elárusítóhely napi for- 
galma, a Szikra Lapnyorndából elszállítandó lapok száma (ha tudjuk, hogy a 
Népszabadság és az Esti Hírlap készül a Szikra Lapnyomdában) ? 

Ha az egyes napilapok kiszállított példányszámát a mátrix egy-cgy sorában, 
az egy-egy újságárusnak szállított lapokat pedig egy-egy oszlopában kívánjuk 
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elhelyezni, a keresett mátrix 


50150 100 150 L00 200 180 100 
A 100 150 120 50 100 120 0 50 
Na $309 120 50 150 100 0 50 150 40 
20 80 50 09 50 50 100 406 
40 200 150 50 150 100 150 80 


5 tú $ o zú 20 10 0 S 


Természetesen az N" mátrix is alkalmas az adatok rögzítésére. 

Az n! sormátrix az idégen nyelvű napilap példányszámáról, az n, oszlop- 
mátrix a 3. számú elárusító hely napi összforgalmáról, az NÉ sás 49,a 
minorrnátrix a Szikra Lapnyomdából elszállítandó példányok szárnáról ad 
felvilágosítást. 


3. Egy áruház egy bizonyos napon a €i, Ce, ..., Ca cikkekből xy, X2, 1, Xa 
darabot adott el. Ha az égyes cikkek ára a, az, ..., a, Ft, akkor az áruház 
napi forgalma 


F — ax FazXat... haat 


Ft; ha az egyes cikkek csomagolási költségei £), ke, 


vary Kn Ft, akkor a csoma- 
golási költségek 


K — kixitkaxet. HÁ Xn 


Ft-ot tesznek ki; ha az egyes cikkek eladása ulán 7, , je, .-., da Árrést kap az áru- 
ház, a napi álrés összege 


" 


A — nay-tizXnt... tén 


rt. Írjuk le ezeket az adatokat áttekinthetően, mátrix alakban, mégpedig úgy, 
hogy egy-egy áruféleségnek egy-egy oszlop, az árnak, a költségnek, ill. az ár- 
résnek pedig egy-egy sor feleljen meg! 

Ha az árakat az első sorban, a költségeket a másodikban, az árréseket a 
harmadikban tüntetjük fel, akkor a kerésett mátrix: 


d 0 dz...de 
Ki Kz-..ka 
db Jas Jn 
4. Egy vetélkedő döntőjében az A, B és C csapatok egymás ellen a követ- 
kező ponlszámokat érték el: 


4A.B7— l4:15; 
4 - 1214; 


B.C — 14:16. 
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Írjuk fel az eredményeket mátrix alakban úgy, hogy az rF-edik sor és a 
k-adik oszlop metszéspontjában az í-edik csapatnak a A-adik csapat ellen 
szerzett pontszáma legyen! 

A döntő eredményei 1 


ü 44 JZ 
015 Ü 14] 
l4 16 0 


rmátrixszal jellemezhetők, ahol a mátrix a. tieme helyén az í-edik csapatnak a 
k-adik csapattal szemben elért pontszáma áll. 


5. Egy konzervgyár vegyes gyümölcsbelőöttet gyárt meggybőűl, őszibarack- 
ból és körtéből, Mindén üzérnrészben azonban csak egyféle gyümölcsöt dol- 
goznak fel, és a gyümölcsök keverését később végzik el. Az előírt arányok el- 
érése céljából az I. üzernrész a IE. üzemrésznek 14t. a EI. üzemrésznek I2t 
meggyet; a IE. üzemrész az I. üzemrésznek 151, a III. üzemrésznek lát ősz-i 
barackot; a III. üzermirész az T. üzemrésznek 14 t, a II. üzemrésznek lót kör-. 
tét szállít. Íriuk fél a szállítási adatokat málrix segítségével! 

A szóban forgó adatok az 


0 14 IZ 
M - [3 0 18] 
l4 lú 0 


mátrixszal jellermmezhetők, ahol az an elem az í-edik üzemrészből a £-adik 
üzemrészbe szállított gyümölcs mennyiségét jeleni. 


A 4. és 5. feladatban kapott mátrixok egybevetésével (D-—-M) 
figyeljük meg, hogy merőben más problémák vezethetnek ugyan- 
ahhoz a mátrixhoz! 


II. MŰVELETEK MÁTRIXOKKAÁAL 


1. Alapműveletek mátrixokkal 


a) Két mátrix egyenlősége. Két márrix akkor és csak akkor egyen- 
lő egymással, ha ugyanannyi sort és ugyanannyi oszlopot tartalmaz 
nak ftehát azonos típusúak) és megfelelő helyeken alló elemeik 
megegyeznek. Az 
A — B 


(in, ra) tn, mi) 


mátrixegyenlőség tehát nm számú számegyenlőségnek felel meg. 
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Az azonos típusú mátrixokra szokás még az egyenlő (ill. nem egyenlő) 
reláción kívül a 


nagyobb (5), kisebb (-—); 
nem kisebb (md), nem nagyobb (E) 


relációkat ís definiálni. 

A szóban forgó relációk valamelyike akkor teljesül két mát- 
rixra, ha a reláció elemről elemre teljesül. 

Előfordulhat, hogy két azonos típusú mátrix esetén a , nagyobb", 
kisebb", , egyenlő" relációk egyike sem teljesül, és csak annyi 
mondható, hogy a két mátrix nem egyenlő. Például 


pr 3 , 3 —2 
az, 7] . Bal 5. 


csetén A B. 


b) Összeadás, kivonás. áz összeadás és kivonás csak ugyanolyan 
tipusú mátrixokra van értelmezve, mégpedig 


dir Éjg --- Him Bra Big s Ül 
dagi za c om -k za Baz. Dam h 
ni tn 19 am Da baz .-. Bam 
dutbun diet Dig: dm E Öum 
da-rtba dt Dog dont Buza 
m— y 
ön t ba éa Tt ta tk. Ea Tt Dum 


vagyis az összegmátrix 15 ugyanolyan típusú, és minden eleme 
a két mátrix megfelelő elemeinek az összege (különbsége). 

A definíció kiterjeszthető akárhány ugyanolyan típusú mátrix 
összeadására (kivonására) 15. A most definiált összeadás kom- 
mutátív és asszociatív művelet, vagyis 


A4B-BIA, 
it, 
(A-HBJFC — A4(B-HO); 
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fénnáll továbbá 
(A2zB) — 


A. definícióból látható, hogy pl. szimmetrikus mátrixok összege 
is szimmetrikus mátrix, háromszögmátrixok összege szintén 
háromszögmátrix stb., továbbá 


0-HAÁ — A 


A" 3 B". 


és 
(A— Bjt B — Á. 


c) Mátrix szorzása skalár számmal. Mátrixot úgy szorzunk ska- 
lár számmal, hogy a mátrix minden elemét megszorozzuk a skalárrat: 


kart kéya .- . Küim 
kA — k (da kazi ka .. . Klan 
: énm ka kam. kam 


Ez a szabály az összeadás közvetlen következménye, illetve 
általánosítása. 

Mátrix szorzása skalárral kommutatív, asszociatív és disztribu- 
tív művelet, vagyis 


kAzAk; ikikgárkdkrá); 
(ko tkjja — kjádkjá és 4k(Ag Bi — kA-kB. 
A (—1j)A helyett röviden — A-t szokás írni. 


d) Négyzetes mátrix felbontása egy szimmetrikus és egy anti- 
szirnmetrikus mátrix összegére. Minden valós elemekből álló négy- 


zetes mátrix felbontható egy szimmetrikus és egy antiszimmetri-. 


kus mátrix összegére: 


A—SzrT : 
ahol 


l a 
-7(ATAH) 
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és 
ME ; ik 
T — 7 (A— A h 


Hasonló téllel érvényes komplex elemű mátrixokra 15: minden 
E komplex elemű mátrix egyértelműen felbontható egy hermitikus 
és egy ferdén hermitikus mátrix összegére, mégpedig 


K — H7-E. 
ahol 
 ] 7 
H — 5 (K--K9), 
: 1 


és K a K mátrix konjugáltját jelenti, 


e) Mátrixok lineáris kombinációja. Ha az A, , A,, ..., A, azonos 
tipusú mátrixokat rendre megszorozzuk a k,, Ko, ..., K, számokkal, 
és a szorzatokat összeadjuk, akkor az így kapott 


kArtkoAzt ... KA, s 
mátrixot az adott mátrixok lineáris kombinációjának nevezzük. 
Az olyan Imeáris kombinációt, amelyben a k., Ko, ..., X, számok 
mindegyike nemnegatív és összegük Il, konvex lineáris kombináció- 
nak nevezik. 
Megjegyezzük, hogy mátrixok konvex lineáris kombinációjának 
minormátrixai a mátrixok megfelelő minormátrixainak ugyan- 
azon számokkal képzett konvex lineáris kombinációi. 


fi Mátrix szorzása matrixszal. Az A mátrixnak a B mátrixszal 
való A - B szorzata csak akkor van értelmezve, ha az A mátrixnak 
(azaz a bal oldali tényezőnek) ugyanannyi oszlopa van, mint ahány 
sora a B mátrixnak (azaz a jobb oldali tényezőnek). Ha ez teljesül, 
azt mondjuk, hogy A és B az adott sorrendben konformábitisak. 
Áz A és 8 mátrixok az A, B sorrendben konformábilisak, 


(A, ra) 


de ha nép, akkor a B, A sorrendben nem. 
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Az nxm tipusú A —[d.4] és mxp tipusú B— [54] mátrixok 
A: B szorzatán azt az nxp típusú C mátrixot értjük, amelynek 
cx eleme 


Ci 7 Gb t jak B mbr - 


Vagyis a € szorzatmátrix í-edik sorában és £-adik oszlopában 
álló elemet úgy kapjuk meg, hogy az A mátrix í-edik sorának 
és a B mátrix k-adik oszlopának korntpazícióját képezzük. ÁZ ösz- 
szeadás és a szorzás definiciójából következik, hogy a mátrix- 
szorzás nern kommutatív, de diszíributiv művelet, VAEyI8 


A(B-C0) — AB1 AC; 
ill. 
(B--OJA — BÁJ CA. 


Szorozzuk össze példaként az 


l 3 

3 0 ; 4 8 -] 
A — 01 d és a B - [/ 1 9 

0 2 


mátrixokat. Ezek A, B sorrendben konformátbilisak, szorzatuk, 


l 3 
2 0j [4 0 —-I 
AB—] (-[ —]1 05 
0 2 
1-4-4H3-0 I .0--3.-(—1) Il :(—1)-H3:0 
ü 2.440-0 2.0-40-(—1) 2-(—1)-HOO[/ 
— 1(—19-4-H1L-0 (—1)-041-(—B (—1)-(—D4- 10 
0.44-2-0 0.-0-H2-(—1) 0.(—1)-42-0 
(4 —3 —I 
. di 8 0 —2 
" 1-4 —-1 1 
0 —-2 0 


106 


A szorzatrmátrix kiszámításakor könnyű hibázni, a kiszámított elemet 
rossz helyre írni. Ezért célszerű a két összeszorzandó mátrixot úgy elhe- 
lyezni, hogy a beírandó elem helyét ne lehessen eltéveszteni. Az alábbi 


elrendezés egy ilyen lehetőséget mutat, amelyet Falk-módszerneknevez- 
nek: 





Így az eredménymátrix eleme éppen annak a sornak és oszlopnak 
a kompozíciója, amelyeknek metszéspontjában áll. 


Ez egyszerü lehetőséget ad a szamítás ellenőrzésére: az ún. 
oszlopásszeg-próbát vagy sorásszer-próbát. 

Az oszlopösszeg-próba esetében összeadjuk az A mátrix oszlo- 
paiban álló elemeket, és az összegeket az A mátrix utolsó sora 
alá írjuk kicgészítő sorként, Ezután elvégezzük ezzel a sorral is 
a szorzást, és a kapott eredményeket az AB mátrix utolsó sora 
alá irjuk. Ha minden számításunk helyes volt, így az ÁB mátrix 
oszlopaiban álló elemek összegét kapjuk. 
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Az eljárás alapja az (A-t B)C — AC-3-BC disztributív törvény. "VS 4 mátrixok körében nem érvényes. Például az 


Ha a próbát a B mátrixon végezzük el, és oszlop helyett min- 2 23 5 a-i 3 s 
denütt sort veszünk (és fordítva), a sorösszeg-próbához jutunk. A-1-I 4 5s5I és B— [ —3 5 
Esetünkben : ] -—-3 —4 —I] 3 5 


mátrixok AB szorzata zérusmátrix. 





A mátrixszorzás definíciójából nyilvánvaló, hogy az A és B 
mátrixok csak akkor szorozhatók össze mind az AB, mind pcdig 
a BA sorrendben, ha az A mátrix Xi típusú és a B mátrix m Xn 
tipusu. 


Ha az A mátrixhoz található olyan B-O mátrix, amellyel 
AB-ú0, akkor az A mátrixot bal oldali zérusosziónak nevezik. 
(Előző példánk A mátrixa tehát bal oldali zérusosztó.) Hasonlóan: 
Mivel a mátrixszorzás általában nem kommutatív művelet, ha a B mátrixhoz található olyan AA0 mátrix, hogy AB-0, 
ezért beszélünk bal oldali és jobb oldali szorzásról. akkor B jobb oldali zérusosztó ívagyis előző feladatunk B mátrixa 

Könnyen belátható, hogy speciálisan diagonálmátrixok szorzdsa job d. joall ZÉrusosztó), A és B térusosztópár. ntén i 
kommutatív. Ha AB - BA, akkor A és B kommutábilis mátrixok. rdemes megígyelni, hogy esetünkben BA—O0 szintén igaz, 


Az egységmátrixszal végzett szorzás akár balról, akár jobbról 
történik, a másik mátrixot változatlanul hagyja: 





EA ARCA; 
: j ; ; s. ; — BA, 
a zérusmátrixszal való szorzás pedig — akár balról, akár jobbról 
történik — a zérusmátrixot eredményezi : 
04A—ÁO0z 0, tehát B bal oldalt zérusosztó, A pedig jobb oldali zérusosztó is. 
Zérusmátrixot kaphatunk eredményül azonban akkor ís, ha a . g) Skalár szorzat, diadikus szorzat. Ha konformábilis oszlop-, 
tényezők egyike sem zérusmátrix! Így az a megszokott megállapítás, IH. sormátrixokat szorzunk össze, akkor a tényezők sorrendjétől 


hogy , egy szorzat akkor és csak akkor zérus, ha egyik tényezője függően a szorzat vagy szám vagy négyzetes mátrix. 
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Ugyanis 


ba 
Da 
atb — bta z [dagad e 
ba 
ői 
— [D.. ba: sss Dal] 2 — ajbitazbat tab 7 2 aba; 
Ü a 
másrészt 
di d bi da Da ve én 
ab! — ég [b b ba] —— dab az b; t-. do D. 
NN 1: eda aesa md j 
ly anbi a Dg aba 
ill. 
b bigi birta... bida 
bat — f2 [a a a ] — bad Ögda ..: ba, 
ulni La ga arez tik 
ba bay  bpda... bd, 


Az ath—bfa szorzat skalár szorzat, az ab", ill. ba" 
neve diadikus szorzat vagy röviden diád. 


Minden A - B 6 mátrixszorzat mindig kifejezhető a tényezők 
ín :n] ám, pi : 
öszlop-, ill. sormátrixaival, mégpedig kétféle módon aszerint, hogy 
melyik tényezőt állítjuk elő sormátrixaival és melyiket oszlop- 
mátrixarval. Az 


szorzat 


A — és - B — (b, , b, , .... b.] 
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alakban felirt tényezők esetén 


a! 
a? 
AB—[. ÍIb, be, ..., b) — 
a" 
ab ab,...ab, 
. Jatb afb,...atb, 
ab, ab... wb, 


tehát a szorzatmátrixnak " sora és p oszlopa van és elemei skalár- 
szorzatok. Az 


hi 
vé 
A — [ddda5,....a] és B—[. 
bh" 


alakban felírt tényezők esetén pedig 


ta 
pé 
AB — [a , az, ..., a] — ab ta bór: ha, b", 
b" 


tehát a szorzat m számú diád összege: két mátrix Szorzata mindig 


felírható diádok összegeként. 


h! Többtényezős mátrixszorzatok. Többtényezős mátrixszorza- 
tok akkor és csak akkor értelmezhetők, ha az egyinás mellett álló 
tényezők konformábilisak. Például az 


A B C 


(rum) 0 (m,pi (pri (r 


mátrixok ilyen sorrendben összeszorozhatók. 
Mátnixok szorzására érvényes az asszociatív törvény, azaz pl. 


[do men ag Ni fajni [ab wa] Ni ky 


111 


i) Négyzetes mátrix hatványa. Az A négyzetes mátrixból ké- 
pezhető nm tényezős 
i vS: H 


AAA -.. A - A" 
szorzatot az A mátrix "-edik faiványának nevezzük (ri természetes 
szám). Megállapodunk abban, hogy 


A"! z E. 


A  definícióból következik, hogy egy diagonális mátrix n-edik 
hatványa ismét diagonális mátrix, amelynek a főátlóban álló elemei 
az eredeti mátrix főátlójában álló megfelelő elemek H-edik hat- 
vánnyal: 


(1, d, es, ky — Aa, ag, c dkd 


A négyzetes zérusmátrix minden hatványa zérusmáirix, az 
egységmátrix minden hatványa egységmátrix. 
Ha az A mátrixhoz található olyan k kitevő, amelyre 


A" mú), 


akkor az A mátrixot nilpotens márrixnak nevezzük. Az olyan 
háromszögmátrixok, amelyeknek a főátlóban álló elemei 18 zérusok, 
miipotensek! Például 


0 I —I 
Nz fü 0 p4 
ú Ő 0 
nilpotlens, mert 
1 4 0 0 1] —] 
NI-—ÍO I] 0[; N.--jü ü 21: 
0 ü ] 0 ú 0 
0 Üü 2 0 Ü 0 
NX—- (0 0 H0j; N7—-Í0 0 ül, 
d 0 0 0 0 


vagyis a harmadik hatvány már zérusműlrix. 
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A zérusmátrix nilpotens, mert 
020, — (k—l,2,...). 


Azt a P mátrixot, amelynek bármely pozitív egész hatványa 
önmagával egyenlő, azaz 


P-P-P-..., 


praojektor (vetítő) mátrixnak vagy idermpatens (önmagát visszaadó) 
mátrrixnak nevezzük. A zérusmátrix és az egységmátrix egyúttal 
progektor mátrix Is. 


Gyakorló feladatok 
1. Legyenek adottak a következő egyenlőségek : 
aza; b7- 8; €c—y; dzs ő. 


Fejezzük ki ezeket mátrixégyenlőséggel! 
Az cegyenlőségek bal és jobb oidalaiból egy-egy négyelemü mátrix képez- 
hető háromiélc módon: négyzetes málrixként, sor-, ill. oszloprnátrixként; 


La 


czen kívül az elemek elhelyezése ís tetszőleges lehet. A feladat megoldása tehát 


— £J-ta 


vagy 
la, c, d, b] — [a y, ó, Ai, 
VAgy 
a ÚL 
b B 
el yi 
d a 


2. Határozzuk meg, hogy mikor egyenlő egymással a következő két mál- 


rix; 
a - [/ 3 a a]; szír 3 a -2 
B 7 26 1 x —? 2.5 Íny 


A két mátrix akkor egyenlő, ha a— nm, x— 2, és ye. 


3-4 I 2 
B-ÍiL 50 ]- 


Z —2 3 -I 


43. Legyen 
I 2Z —-Ii 0 
Azj4 8 2 Ií(; 
2-5 I 2 


113 


Szárítsuk ki az A B, A— B, 34, —B mátrixokat! mátrizokhoz azt a 


143 2-4-i41 042] [4-202 p ag 
AFB-l44i1 045 240 1431-ÍS 5 2 4l; D-Ír s 
fú 


242 —5—2 143 2—-I 4 —?7 4 1 


1—3 2-4 —1—1 Úú-2 -—2 ú —2 —Z mátrizot, amelyre A1B-—-D — 4. 
A—B 4 0—5 2-0 1-3Í— 3 -s5 ? —3[; A feltétel értelmében 
2-2 —542 I-3 2-Il 0 —-3 —2 3 1-3—p 2-2-g 
3  —3 Űű -—3 4 —-] —2 A-2B-D—-—1341-r 4—5-s a. r-1-s ül . 
ma a [d Ú 6 Ji -n[-i —§ Üü -3] 544-t 6§43-4ú a 
6 -15 3 6 ml 1-3 I ; Két mátrix akkor egyenlő egymással, ha a megfelelő elemeik egyenlők, azaz 
a 
4. Legyen -2—p — (0, ahonnan pz-—2; -g—0, ahonnan 970; 
1 2 —3 3 —1 2 4 Il 2 
4—r — mzaű. —h— gs — — W" 
aA-l5 o 2Il; B-l4 2 sI és €C-jfo 3 21. "7 0, ahonnan rzd; —1—sz0 ahonnan s5-L[; 
1 -I I j3 0 3 I —2 3 I 9—r — ü, ahonnan 1-9; 9—-r— 0, ahonnan uwu—5. 
ÉL 
Mutassuk meg, hogy —i ű 
A-(B—€) — (A1-B)—C! Dp — ; 7. A4B 
—1 —-2 0 ű ü —3 . . 
B-C — 4-1 3[ A4(B—C) -Íg —I 51: 7. számoljunk utána, hogy valóban fennáli-e 
1 2 ú z IT l 2 3 4 —1!1 I —3 I —2 3 ú 5 —3 
4 1-I 9 0 —3 0 4-2 31, f0 5 1-4j [fú 6§6-1-I 
0 0 -I 5 0 0 —3 —3 0 0-6 2[/ 
m rá b A-t B-€C-I3 -I 5f, 
AB b il (At B) ; ; 5 0 0 0 I 0 0 0 —2 0 0 0 —-I 
. egye . Az egyenlőség valóban fennáll, mert a bal oldali mátrixok azonos helyén 
amivel az állítást igazoltuk. álló elemek összege egyenlő a jobb oldalon álló mátrix megfelelő élemével. 
j — B letet, h : 
5. Oldjuk meg az Ad A BY EAK NA 3. Az I. fcjezet 1. Gyakorló feladatában szereplő üzem három termékének 
2 1 1-1 0 nyersanyasg-felhasználását a 
-[; cl 2-] 2 1 r] 3.20 5 
4 0 -1 4-é T-]i 142 
Az eredeti egyenletből X — H—ÁA, de a kijelölt ke aástk végezhető ch 3 ? ll 4 
l ti k. A ott egyenlet ichát : : : : 
mer AZÉ te me LT RK nem ugyanolyan típusúa 18 89 mátrixszal jellemeztük. Milyen mátrix írja le a nyersanyagszükségletet, ha 
E mindegyik termékből 25 db-ot akarnak készíteni? 
6. Keressük meg az Mivel a nyersanyagíclhasználás ekkor az előző 25-szöröse, a keresett mátrix 
ll 2 —3 —2 15 50 0 125 
Azíi3 4l és B — l —5 29T — 25 25 100  5üf. 
4 3 75 50 25 10 


9. Legyen 


I —2 1] 5 E 15 
Azís 3 MH é B-ÍIZ2 0 I.5[; 
Ég I 7 1.5 ü 5 2 
számítsuk ki a €( — 24—4B mátrixot! 


2 -4 2 2 4 46 0 —8 -4 
C — 24—-48B8—ÍI10 ő 2 -[ Ü 5] - 2 6 d. 
0 42 6 2 8 —§ 0 -6 
10. Legyenek 


a a [z 17. s - [d ia] c-[/7 VÉ 
zi 3 4 3—i I 1-4i 


és számítsuk ki a D — -A4—2B-4 30 mátrixot! 
anapagen [dír [-8i -2—4i es 3 - 
i li [ w b 1-8 -642i 3 343 
2 1-13i sei 
-7?  —3-48i[/ 
11. Írjuk fel az 


2 4 —1 —-i 3 5 09-i 2 
ne] 2 o B-—-]-2 6 ü], C-[3-12 


b 


1] —Z2 I 0 I 2 6 Üü 1 


mátrixoknak a kt, kb, k,— 4 skalárokkal képzett könvex lincárisj 
kombinációját! 


1. 


l l Í 
zat zBErTt 7 


4 4. 
I 2 —0,5 —O,25 Ü.75 L25I fú —-—025 05 
z]is 1 0 [1341-05 15 0 b 075 —ú25 05 [7 
05 —-1 05 0 025 05 L5§ 0 025 
O75 25 01.25 
- [s 225 051. 
2 -075 1.25 
12. Legyen 


1 2 2 3 —4 —5 
z ; B — ; íz — , 
A E 61 [ei 5] ag ál 
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Léteznek-e olyan £, és 4, szímok, amelyekre teljesül a $4At-kB—- C 
egyenlőség, és ha igen, akkor melyek ezek? 

A szóban forgó egyenlőség akkor teljesül, ha a £4A-4-k,B málrix elemei 
rendre megegyeznek a C mátrix elemeivel, azaz ha 


kit2k, ——4d; 

2ki-t3ki zs —5; 

3k,—k, — 9; 
—4k pt Sk, — — 23. 


A két ismeretlen meghatározásához két egyenlet elegendő. Az első egyen: 
ietből 
kp — —4—3k,, 


ts ez pl. a másodikba helyettesítve 
—8—4£k,--3k, —— 5, 


amibtli £; ——3, ennélfogva k,— 32. A két gyök a két utolsó egyenletet is 
kielégíti, ezért az egyetlen megoldás 


k.—2, Ka - a 3, 


valóban 


[4 t 1-[8 1] 


13. Mutassuk meg, hogy 
(A-B — A" HB. 


Legyen Az—l[a, ], B—E5, 1. Tekintsük az A", B" és (A3B)" mátrixok tetl- 
szőleges, pl. az í1-edik sorában és f-edik oszlopában álló elemét. Ez rendre a, , 
ba és au-tb, és ébből már látható, hogy (A-B) — A" 4 B". 


14. Bizonyítsuk be, hogy A4A" akkor és csak akkor négyzetes mátrix, 
ha A négyzetes mátrix! 

Ha A négyzetes mátrix, akkor A" is az, hiszen az egyenlő számú sort és 05z- 
lopot cseréltük meg, és két ugyanolyan rendű mátrix összege fkülönbsége) 
ugyanolyan rendű négyzélés mátrix. 

Forditva; ha AHA" négyzetes mátrix, akkor A és A! ugyanolyan rendű 
négyzetes mátrix, mint AHA, hiszen ellenkező ésetben az összeadás (kivonás) 
nen volna elvégezhező; tehát A négyzetes mátrix. 


15. Bizonyítsuk be, hogy ha A négyzetes mátrix, akkor At A" szimmetri- 
kus imálrix. 
Azt kell kímutatnunk, hogy az A4A" mátrix egyenlő a transzponáltjával, 
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Ez valóban igaz, mert — lelhasználva az (A"j- A összefüggést — 
(A-B At]" — A"-H(ATJT — A" TA — ATA T; 
cz éppen azt jelenti, hogy A--A" szirmmetrikus. 


kó. Bizonyítsuk be, hogy ha A négyzetes mátrix, akkor A— A" anliszim- 
metrikus rmáirix! 


Írjuk fel A— A! transzponálját: 
(A— AY — AT (AT) z ATA z--(A— At), 
ez pedig éppen azt jelenti, hogy A— A" antiszíirnmetrikus mátrix. 


17. Bizonyítsuk be, hogy ha az A mátrix egyvénlő égy szimmetrikus § és egy 
antiszimmetrikus T mátrix összegével: A — S--T, akkor 5 — 4(ÁT4A") ús 


T — 4(4A— A") 
Ha 
A — §-4T, 
akkor 


A" — (5--T) — §7-T". 


Mivel S szimmetrikus mátrix, ezért 5"—S; mivel T antiszímmetrikus mát- 
rix, ezért T" ——T; így 


A" — 5-T. 
Összeadva a lenti egyenleteket, 
AA! — 25, 
armibői 
i 
sz —(ATFAP; 
2 ( ) 


kivonya a két égyénleltét, 
T ; (A— A" 
- : 
138. Bontsuk fel az 
—4 2 31 
A - ] -I 2 
8 -g 5 
mátrixot egy szimmetrikus és egy antiszírűtmeétriküs mátrix összégére! 
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Kivel 
—d 1] 8 
A" — zZ —] —61, 
3 2 5 
ezert a sziminetrikus rész 
i 15 4545 
S 2 E(ArA a z[/ 1-2 - 15-i —2 Í, 
z 11 —4 $5-2 5 


az antiszimmetrikus rész pedig 


] 1 -s 0.5 —2,5 
T-—(A- A") c -ős 0 4. 
Z[ s s. -4á 0 


ichát a felhontás 
-—dád 2 3 —- 4 l,5 ü5 —25 
- 1 —I 3]-] 15 —I BYE -os ü s]. 
8 -§ 5 ha —Z — 4 ü 


19. Mutassuk meg a 
1itZ E 
K — 
[: 20 al 


mátrix sepílségével, hogy (KI" zK", azaz a transzponálás és konjupálás művelete 
felcseréthetlő! 
Írjuk fel a szóban forgó mátrixokat: 


dÉn [ ma st kk)" — [1 ia 
kt [82 3 I; f - [1721 3 jé 
tt  2—M —i 24-W 
azaz valóban 
(K)t—K". 
20. Bizonyítsuk be, hogy ha K, és K. komplex elemű mátrixok, akkor 
(K.K) — K.K, 


Tekintsük a szóban forgó mátrixok tetszőleges, mondjuk f-edik sorának 
és /-édik oszlopának egy-egy élernét. Ezek legyenek 


ZIT Z3- ZIs Ea 
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mivel azonban a komplex szárnok körében 
zdza— Zrrröna 
ezért eredeti állításunk ís igaz. 


21. Bizonyítsuk be, hogy ha K komplex elemű máilrix, akkcer Ke K. 
Mivel a K mátrix minden z,, elemére Z.,—z,, ezért az állítás igaz. 


22. Mutassuk meg, hogy ha K kömplex elemű négyzétées mátrix, akkor 
K--K" hermitikus 


és K—K" ferdén herrnitikus 


rmátrix. 
Egy rnátrix akkor hermitikus, ha égyénlő transzponáltjának konjugáltjával 
A K--K" mátrix transznonáltja 
(K--K")" — Kt--ÉKt)t — K"4-K, 
és igy a transzponált konjugáltja : 


(KaK"Y 2 (ÍKk"t4k]-Kt46K-K rKöK1K, 


vagyis valóban az eredeti mátrix, ami azt jelenti, hogy a K-3-K" mátrix hermi- 
ukus, 
A feladat második része hasonlóan bizonyítható. 


23. Bontsuk fel a 
K — 4—2i 648 
10  —di 


kornplex máirixoi égy hermilikus és egy ferdén hermitikus mátrix összegére! 
Mivel 


, [4-2 16 cz [4--zxi 10 
K" zz és K" — , 
5. 4] " Hé az] 


ezért az herműitikus rész: 


7 [42 jeti 


-[ 4 jöv 
16—8i  Ü 8-4 0 HF 


a ferdén hermitikus rész pedig; 


"2(k-KT 1 —4-4- Bi - [7 -2xai 
Agi —8i 24-4i  —4i [/ 
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tehát a felbontás 


We 2i 8 - [52 te]. [2 2-4 di 
— 4i 8 — 47 zati —4i [/ 


Ellenőrizzük a következő mátrixszorzások helyességét (24—-29. feladatok?) 


2 
24. [4. 5, a[ j- [4623 5(39--6(— 1) — [17] — 


2-4 10 
15.) ]esa- - 3:4 3.5 1.6] - E 15 el 
-i a 4 —-5 -6 


4-6 6 
26. [I, 2, uo —7 10 1 -ltssz0s3ső 1(—6)4-2(— 7) 
5 8 —II -8 
3.8, 19-42-1043(—119; 46-42-77 43(—8)]— 119, 4, — 4, — 4]. 
; 
27. h 3 MEE a " 1-H3:244. 3] - bol 
I 5 6 1.14-5.246-3] [29 
98. E; 2 TT. 5 - [/ -342-1-41(—2) 1(6(—4-42-541-2] 
4 0 9 4-34-0.1-42(—2) 4(—4)4-0-542.2 


-.§3 
8 cz 
l 4 —31(1 1:14-4-F—3-] 2 
29. 2 ü 1 1/- 2:1-R0I 41] -] ]. 
-—1i 3 —5ÍtíI —1-1-3-3:-1—5-I - 3 


Vegyük észre, hogy egy J-m típusú mátrixnak szorzása az 
[1 L, aes UT nel típusú összegező márrixszai olyan oszlopmát- 


rixot eredményez, amelynek elemei az erédeti mátrix megfelelő 
soraiban álló elemek összege. Az elektronikus számítógépek i5 így 
végzik az elemek összegezését. 


W. Elvégezhető-e az alábbi szorzás: 
Il 4 —3 
2 0 tÍ[IL 1.13. 
—-—] 3 —5 
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A szorzás nem végezhető el, mért a két mátrix ebbén a sorrendben nem kon- 
formábilis, ugyanis (3,3), ill. (1,34 tipusúak. 


36. Végszzük el a következő szorzási: 


Il 4 —3 
II, í, da 2 0 1]. 
-—i 3-5 


Ez a szorzás élvégezhető, mégpedig 
I 4 —3 
[d.d.i]] 2 6 IIa Íi2 7, —7. 
—] 3 -5 


Az eredmény olyan $óririirix, arnelynek elemei az érédéii mátrix oszlopai 
ban álló elemek összege. 


32. Szorozzuk össze az 
3 9 —2 1 I 1 
ÁAzÍíl —i 3 és B-IIl Il ] 
2 —]1 Ü d il 1 
rritrixokat az AB sorrendbeni 

3 jé 1 1] 
AB — ; —2 I ll 
2 —-1] ] 1 

33. Szorozzuk össze az 


2 1 
Azl3 —2l ésa 87 [/ 1 
1 9 Ü 


—2 a] 
3 1] 
mátrixokat! 


A Falk-módszert alkalmazva és az öszlopösszég-probat használva, 


II 
( tt) 
lk e 
m— Pa Zs 
mm ii e 
ke—i 


Ek 





122 


34. Állapítsuk meg, hogy az alábbi mátrixok kommutábilisak-et 


1 1 2 3 
-1/, B7-j2 4 8]. 
0 Il 2 3 


A — 





l -1 
—-3 2 
Zz 1] 









] 
2 
] 


Tehát AB-BA, vagyis A és B nem kommutábilis. 





35. Szorozzuk meg az 
4-1 0 ü 1 0 
Azszi3 2 -1] mátrixota FP — j ü 1 
5-8 3 ll 0 ű 


permutáló mátrixszal előbb balról, majd jobbról! 
A permutáló mátrixszal először balról szorozzuk meg A-t: 


me 2 21-59, 


Látható, hogy a matrix sorai megcserélődtek, mégpedig az első 
sorból harmadik sor, a másodikból első és a harmadikból második 


sor lett. Ez annak a következménye, hogy a permutáló mátrixban 
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az dia, das. dai elemek helyén álltak az 1-esek. Vegyük észre, hogy 
az elemek indexét fordított sorrendben olvasva, megkapjuk a sor- 
cseréket. 


Most jobbról szorozzuk A-t a péermutáló mátrixszal: 


4 —-1 Ü1[0 j 0 ; 3 — 1 

AP — b 2 ci e ]- [i 2]. 

3 b ] 3 5 -6 
Most könnyű észrevenni, hogy az oszlopok cserélődtek fel, 
mégpedig az első oszlopból második, a második oszlopból har- 
madik és a harmadik oszlopból első lett. A permutáló mátrix 
nemzérus elemeinek, az da, daz, ds, elemeknek az indexe az oszlop- 
cseréket is elárulja, csak az indexeket most szabályos sorrendben 


kell olvasni. Ezek alapján bármilyen sor- vagy oszlopcsere egy 
szorzással könnyen elvégezhető. 


36. Milyen permutáló mátrixszal kell egy tetszőleges negyedrendű A mát- 
nxot megszorozni ahhoz, hogy az első sorából harmadik, a második sorból 
első, a harmadik sorból negyedik, a négyedik sorból pedig második legyen? 

Mivél sorcserét kell elérnünk, a permutáló mátrixszal balról szorozzuk 
mg A-t. 

A sörcserék: 1-3, 2-1, 3-4, 4-2, ezért az aa. dia, dan, Tax elémek az 
1-csek, így a kéréseit permutáló málrix : 


0100 
p.19 001 
1 000 
0 0 10 


túyakorlásképpen ellenőrizzük számításaink helyességét! 


37. Milyen permutáló mátrixszat kell egy tetszőleges negyedrendű A rmát- 
rixol megszorozni ahhoz, hogy az első oszlopából negyedik, a második oösz- 
lopából első legyen, a harmadik oszlopa helyén maradjon, a negyedik oszlop- 
ból pedig második legyen? 

Most jobbról kell szoroznunk az A rmálrixot a perrmiutáló mátrixszal, hi- 
szen oöszlöpcsérét kívánunk, mégpedig az 1-4, 2-1, 3-3, 4-2 cserékneék 
megfelelően. Ekkor az 1-es elemeknek az a, ási, tan, dua elemek helyén 
kell állniok, és Így a keresett mátrix 


0 ú 


e 


ll ú 0 
0 Ü I 
ú 1 ú 
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38. Írjuk fel azt az r-edrendű permutáló mátrixot, amivel egy tetszőleges 
r-edrendű mátrixot megszorozva, abban két adott sor (ll. oszlop) helyet cserét! 

Ha az :tedrendű A mátrix í-edik sorát akarjuk feleserélni £-adik 
sorával, akkor olyan P mátrixszal kell A-t balról megszoroznunk, amelyben 
ax - aaz il, továbbá a főátlóban álló, de nem az i-edik és £-adik sorhoz 
tartozó elemek mindegyike 1, a többi 0. Például negyedrendű mátrixok ese- 
tén, ha azt akarjuk, hogy az első és második sor cseréljen helyet, az A mát- 
rixot balról a 


0 100 
p.[1 000 
00 10 
000 1 


mátrixszal kell szorozni. o i 
Ha oszlapcsérét akarunk végrehajtarmi, a szorzásl ugyanezzel a rmálrixszal 
jobbról kel! elvégezni. Például az előbbi P mátrixszal: 


[PA RL AL EL VEL AK me El ll ar] 


ú 
l 
ü 
Ü 
Z 
2 
2 
2 





39. Szorozzuk meg az 


] 3 —-2 
xa[f- 2 
] 2 1 


mátrixot a 


I űú 0 
C€C-ilú 10 
b Ü c 


mátrixszal mindkét aldalrái! 


I ; Ü 3 —2 l 3 —2 
CA - 1, ol 23]- [9 - j 
i c 2e 
j 
; 
l 


AC — 


— da ma 
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42. Milyen mátrixszal kell szorozni a harmadrendű A mátrizot ahhoz, 
hogy a második oszlop —3-szorosa a harmadik oszlophoz adódjék? 
Mivel eszlopot kell oszlaphoz adnunk, a szorzás jobbról történik, mégnedig 


Vegyük észre, hogy az első ésetben A harmadik sora, a második ésétben 
A harmadik oszlopa szorzódott c-vel, a többi elem változatlan maradt. 


Általában, ha az egységmátrix ay átlós eleme helyett c-t írunk, 3 10 0 
akkor vele balról szorozva a másik tényező f-edik sora, jobbról Da 1 I 


szorozva a másik tényező i-edik oszlopa c-vel szorzódik. ; ; 7 


40. Szorozzuk meg az 


l 3 —3 mátrixszal, amit úgy kaptunk, hogy az E, egységmátrix 244 elcme helyébe (— 35-t 
—i4 —I 2 irtunk. 

1 2 ] 43. Szorozzuk meg az A négyzetes mátrixot mindkét oldalról transzpo- 

mátrixot a náltjávali 

1 ec ü Ha 
— [0 1 0 ll 3 —3 l 5 —3 

0 0 I A — 5 —] 0], akkor A" — 3 -1 21, 

—3 2-2 -2 0 —23 


rmátrixszal mintkét oldalról! 


3 -2 1-4 4c 179 —2-t2c 
mely dbz ar]: 3?) 
ü 0 i 
Il 3 -z tti —-2 
10 a [5 - —i 2] : 0] - [/ 4c—l a 
0-2 


Vegyük ÉSZTE, hogy az clső esetben a szorzás ugyanazi éeréedményezte, mintha 
a mátrix második sorának c-szeresét hozzáadiuk volna az első sorhoz, a má- 
sodik esetben pedig mintha az első oszlop c-szercsét adtuk volna hozzá a má- 
sodik oszlophoz. 

Általában, ha az egységmátrix ay — (Fr j) eleme helyébe c-t 
irunk, és azígy kapott mátrixszal egy ugyanolyan rendű A mát- 
nixot balról megszorzunk, akkor az A mátrix í-edik sorához 
adódik a 7-edik sorának e-szerese; ha pedig ugyanezzel a mátrix- 
szal jobbról szorozzuk meg az A mátrixot, akkor az A máírix 
7-edik oszlopának c-szerese adódik hozzá a /-edik oszlopához. 

. 4l. Milyen mátrixszal kell szorozni a negyedrendű A mátrixot, hogy máso- 
dik sorához adódjék negyedik sorának (— 2)-szerese? 

Mivel sort kell sorhoz adnunk, a szorzás baíról történik, mégpedig olyan 
mátrixszal, amelyet úgy kapunk, hogy az E, mátrix ass élemé helyén álló 0 
helyébe (—29-t írunk. A keresett márrix tehát 


I 0 


és Így 





d 0 Látható, hogy mind az AA", mind az A" A mátrix szimmetrikus, de nem egyen- 
ü —3 lők. 
b 0[/ 
ü 1 


Ha AA!T- ATA, az A mátrixot normális mdáirixnak nevezik. 


176 129 


44. Mutassuk meg, hogy AA" és ATA mindig létezik (vagyis ez a két szor- 


zás mindig elvégezhetőj! 


Legyen A 7-m tipusú mátrix. Ekkor A" Úrteer) tipusú mátrix. Az 


A" - A 


(en) in, im) 


A "A" és 
Én, mó (m,n] 


szorzás elvégezhető, mert a két-két mátrix konforrnábilis! 


45. Szorozzuk össze az 
—3i ú ű 1 ű 0ű 
A - 5 3 Ül és B- 5 3 0 
B 7 -4 -—i Üü —7 


alsó háromszögmátrixokat mindkét sorrendben! 





A szorzás definíciója alapján könnyen belátható, hogy két 
alsó (két felső) háromszögmátrix szorzala ismét alsó (Ielsú) három- 


szömgmáirix, és általában AB s BÁ. 


Ha egy alsó és egy felső háromszögmátrixot szorzunk össze, 
a szorzatmátrix már általában nem lesz háromszögmátrix, 
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46. Határozzuk meg az AB és a BA szorzatot, ha 


2 ü 0 -—3 1 —-—Ii 
Az 4 l Ül és B z 0 2 51. 
—35§ 3 4 ú ŰÜ ús 


A Faik-módszerrel 


3 —2 -4 
—t7 17 20 
—30 18 24 





47. Tekintsük az 


2-3 65 ll 410 
4—Í—-]l 4 5], B—iZ I 1] Il és €— 
hl —3 —4 1 —2Z 1 2 


mátrixokat, és bizonyítsuk be, hogy AB5sA€. 


-9 15 —-6§ —13 
12 —-I0 8 14157 AB; 
9 9 —§ —]I 





ü 7 3 2 
3 —2Z -1 -I 
ü I 3 4 
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-9§ 15 —6 -13 
IZ —-10  § IA 
—§ 93 —6 —II 





s AC. 








Figyelük meg, hogy az AB—-AC mátrixegyenlőségből mem 


következik a B és a C mátrixok egyenlősége! 
48. Mutassuk még, hogy (ABDC—A(BO, ha 


3 1 0 2 
A — [2 — 5, 4l; n-[-2 2 5] CC — d. 


4 l] —3 7 
Egyrészt 
3 1 0 
AB — [2 —5,4jh—2 2 0517 [32. —4, —57), 
4 1 —3 
és Így 


2 
(ABC — [32, —4, —37] -4 - 64--14—259 — — 179; 
7 
másrészi 


ezért 
A(BO) — [2 —5, aj 231 — 4—115—68 —— 179. 
— 17 
40. Az 
1 —1 1 l 3 
1-2 § 1] 1] ü 2 c -[/ a 274] 
J3 —] 2 —] 4 NI 


mátrixokra mutassuk meg, hogy (ÁBJC — A(BC). 
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Egyrészt 


10 0 -lIú 5 


A 2 3 7 —]10 —27 26 -(ABC 
al Z —27 11 


—B8 —44 42 





(lit az ellenőrzést oszloposszeg-próbával végeztük.) 
Másrészt 








10 0 -10 5 
f —]ú —27 26 
31 2 —27 11 









li 
A(BC) 


(Itt az ellenőrzést sorósszég-próbával végeztük.) 


AD. Szátnítsuk ki az 


2-1 1 
Azjijú il zZ 
Il ü tt 


mátrix négyzetét és köbét! 
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k—2-rc igaz az állítás, mert 





Tegyük fel, hogy ksi-re már i állítás; akkor k — (í-HI)-re is i 
51. Bizonyítsuk be, hogy hiszen i BZ Azt igaz az adi (£-H1)-re ís igaz, 


b1-b 


A bizonyítást teljes indukcióval végezzük el. 
Közvetlenül látszik, hogy pl. 


balo all allo a 
ab allo 17 lo al 


Tégyük fel, hogy rsk-ra tételünk igaz, azaz 





és ez azt jelenti, hogy az állítás minden £-ra igaz. 


53. Az 
[. I - [/ 1] 2.3 
me . A — B — u 
0 1 Ü 1 [/ 3 3] ú [ ,] 
Ekkor 
[ Te [ ú [ 1] [ est] mátrixok segítségével mutassuk meg, hogy 
(4A--BY z At4H2AB-4- B; 
és ebből már a bizonyítandó összefüggés következik. A2— B? - (AHBJ(A — B). 
52. k-ra vonatkozó teljes indukcióval bizonyítsuk be, hogy 
Az [: dé 2! f 7 -6]. 
3 —2 3 —2 -g 10[/ 


Es -IEACÉ 
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ma [75.21 le a] 
AtB [/ a; 
lete] 


aan [7 
a. :— 1 —6 1 —13 B —2i. 
jlllntttl [- ol" B aga" E a [ ay 


es valóban 
el HETE 
5 —11 
ag 5 
4—-H- ; 
[2.8] 


— 11 -14f-3 5] [-5111. 
(Ap 5) (A— B) b 1 2 cl hé s] 
42-w 7 16. [; 8] Ű 6 4]; 
—9 10 —15 —3f 
és valóban 


[sales 63] 


54. Mutassuk meg az előző feladatban szereplő A és H málrixra, nogy 
(A 4 B)" — A" 1 AB-A- BÁ-a B. 


Láttuk, hogy 


—3 —31. 
(AtByY -] 12 al: 


7 -f§ ű  1I 
2 sz ; AB — ; 
Az [9 10) Da] 


kiszámítandó még 


pa [/ a 2 -[/7 9]. 
! ajl 3 —2 11 —6 


1 —18 
B: — : 
k 44 
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Mivel 
A"tABt4-BA--B/ — 


ga GVrt ha HERE Ha atás B LoH al eV 


és ez azonos az (4á-t BY mátrixszal, ezért az állítás helyes. 
Könnyen belátható, hogy általában is igaz az 
(At BY — A-H4-AB-BA-t B: 
összefüggés. 


Abban a speciális esetben, ha AB-— BA, tehát ha A és B kom- 
mutábrilis, akkor 


(A31 BE — A? 3 24AB-4- B. 
55. Mutassuk meg az előző két feladatban szereplő A és B rmátrixra, hogy 
(A 4-B(4A— B) — A:--BA—-AR— B; 
(A-B) (A4B) — A? -BÁTÁB— B, 
-—5 11]. 
—g 8[ 
A"(tBA—AB—B — 
e 7? ae 10 -h nt Fr —18]  [—511 
-9$ 10 11 —6] [14 —-I7I [6 13 —-8 R[/ 
tehát az első azonosság érvényés. 
Z —otl4 2 —22 —1]4 
A" — BA -1- AB — H" — 
ch 97 7 el-[7 4 19 11 -[/ —18 -[ IT 13 
g EI —6l Íí4-ií7 Í6 13 — 22 —]4[/ 
ennéllogva a második azonosság is érvényes. 
Belátható, hogy az 
(A4B(A—B) z A2?41BA—AB— B 
és az 
(A— Bj(A3 B) z A2t—BA4AB— HB 


azonosság általában ís igaz. 


(As B)D(A- B) 


56. Légyen adott három mátrix : 


2 —-2 —4 


2 —3 -§ -—I 3 5 
a -[- 4 5Í; B—-i 1-3 -5[Íl; €c—-[-1 3 . 
l —3 -4 -1 3 5 il —2 —3 


Mutassuk még, hogy ebben az esetben 
a)! AB—BA—0; 
b] AC- A; 
cl) CA—C, 
majd ezeket felhasználva bizonyítsuk be, hogy 
J) ACB-CBA; 
el A1— B! — (A— Bi (A-B; 
fI (44 By — At4 B. 


a)! Mivel 


És 





mindkét szorzalmálrix zérusmátrix, így az a) állítást bebizonyítottuk, 
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d! Mivel AC—-A, ezért a bal oldal A4B— 0; hasonlóképpen a jobb oldal 


BA —Ü miatt Ü. 


e) Az (A— BI(Ar B) — 41—4AB4ÁABR— B? azoncsságban a két középső 


tag 0, ezért valóban (4—BŰ(A- B) — A?— B. 


f] Az (AB z A:4.AB3 BAT B? azonosságban ismét a két középső 


tag 0, ezért valóban (At By — ÁZ4B. 
57. Mulassuk még, hogy az 


a -[/ a] és B -[/ 1 
2 —t d —] 
málrixakra 


AB-W-—BA és (A4BY — A?3 B. 

Ba - [/ 1 TE ra] 
4 —I1[2 —-i 2 —3 

az - [/ a] ]J-[3 3 7—BA 
2 -1ll4 -1 —? 3 


A második állítás ebből már következik, hiszen AB--BA — 4. 
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58. Mutassuk meg, hogy a konformábilis K, és K, kompléx mátrixokra 
K.K.-K.:K,. 
Mivel tetszőleges z. — apt bi és zs — a2t bi köompiéx számra 
zza — (art-bit) (aa brit) — a1a1—bibat (aba a bn)i — 
— 0a.—biba-—igbi tab — (ap — tai) (a— bei) — ez, 


ezért ez az átalakítás a K.K, mátrix minden elemére elvégezhető, így állítá- 
sunk igaz. . 


59. Mutassuk meg, hogy 


2 —7 —4 
1 —Z —3 


projektormátrix! 





P: — P:.P — P-P — P, .... PP — P, tehát P valóban projcktorrmátrix. 


60. Bizonyítsuk be, hogy ha az A és B mátrixokra A8B— A és BA — B, akkor 
A. is, B is projéktormátrix! 
A mátrixszorzás asszociatív tulajdonsága és a feltételek miatt egyrészt 


ABAc(ABJA— AA — Ai; 
rnásrészt 
ABA—- A(BAJ- AB A. 


Mivel így AZA, bebizonyítottuk, hogy A projektormátr:ix. A BAB ször- 
zatból kiindulva, B-re vonatkozó állításunk teljesen hasonlóan belátható. 
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61. Mutassuk meg, hogy az 


2 -3 -§ -i 3 S 
AzÍ-1 4 5Í/ és B—Í Il -3-5 
1 —-3 —4 —1 3 5 


mátrixok projektormátrixok, majd mutassuk meg példájukon, hogy az előző 
feladatban szereplő állítás megfordítása nem igaz: ha A és B projektormátri- 
xok, abból még nem következik AB — A, sem BA — B! 





tehát A és B valóban projektormáirix. 
Az 56. (Gyakorló feladatban már kiszámoltuk, hogy AB3— 0 és HA:—0, tehát 
ABBA A €5 BA z B. 


öz. Bizonyítsuk be, hogy ha az A és B imátrixokra AB3— A és HA — B, akkor 
4 (A1 B) projektormátrix és 4(A— B) nilpolens mátrix. 

Felhasználva, hogy feltétékink mellett A és B o projektormálrmx (60. Gya- 
korló feladat), $(A--B) négyzete így alakítható át: 


l ji 1 1 l 
74-D] z TA TAB BAT B) — 7 ATAtBt8 sz (AB). 


tehát az első állítás traz. 
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ÁA második állítás bebizonyításához tekintsük 4(4-— Bi négyzetét, amely 
így alakítható át: 


i a 1 hi 
[74-wl] - 7 (A AB- BAB) — 7 AA BirB) z Ű, 


ehát 4 (4— B) valóban nilpotens. 
63. Mutassuk meg, hogy ha A projeklormáirix és Azéd, áll. 4-0, akkor 


ZA nem projektormátrix! 
ivel 


(AY CAT ATA AA, ha Azél, 4-0, 
ezért As 1 és AsÚ esetében AA nem prejektormáltrix. 
64. Bizonyítsuk be, hogy ha P prajektormátrix, akkor R — E—P isz pro- 


Xktormátrix, valamint PR-RP- íj. 
Felhasználva, hogy E"?— E, EP—-PE-—P és; P:—P, az R mátrix négyzete 


így irható fel: 
R2 — (E—Py - E:—EP-PE-t P? — E-P-P3-P-E-P-R, 
tehát R valóban projektormátrix. Másrészt 


PR — P(E- Pi — PE- Pt —P-F-— (1 
11. 

RFP — (E—P)P — EP-Pf—P-F-—4 
artivel állításunkat bebizonyítottuk, 


65. Mutassuk meg, hogy az 


I l 3 
N — 53 2 6 
—2 —1I —3 


mátrix nilpotens! 


l i 3 1 il 3 d Üú ü 
IN" — 5: 2 GC 5, 2 Biz 3 3 96 
—2Z —1 —3]1—Z —] —3 -—1 —-] -3 


d 4 0 l 1l 3 d 0 6 
N z NN — 3 4 § 5 2 6j-jü 0 Üfz 0. 
-i —1 —31h—2 —-1 —3 0 Ú 6 


Mivel WN"— 0, tehát IN valában nilpotens. 
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66. Bizonyítsuk be, hogy ha N olyan nilpnötens mátrix, amelyre ÍN4:—Űű, 
akkor i 


N(EtNY-N 
bármilyen pozitív H-re! 
Ha M::ző akkor N—Nt—..—-N" 0 éÉsígy 


N(Ed3-NY — N(Et ni) — NEtrN? — N. 


Az első lépésben felhasználtuk, hogy az r tényezős szorzat kiszámításakor 
a feltétel szerint a szorzatnak csak az a tagja lész zérustól különböző, amely- 
hez vagy minden tényezőből az E-t választjuk (E"— E), vagy amelyhez az egyik- 


ból az I-et, az összes többiből az E-t. Ez utóbbit "-féleképpen tehetjük meg 
(NE — nW4). 


ú7. Gyakorlásképpen mutassuk mcg., hogy az 


l —3 -4 
Ma h—I 3 4 
]l —]3 -—-4 


mátrix mipotens! 
Valóban 


hl —3 —4 l —3 —4 0 0 Ő 
Ni f—] 3  4[.1-1 : 3J-b o 9]. 
] —3 —4 I —3 —4 0 ű Ú 
ö8. Mutassuk meg, hogy az 
1 —2 —6 
AzÍf—-i 27 §9 
2 0 —3 


mátrixnak csak két különböző hatványrmnátrixa van, armélyék vállakozva i5- 
métlődnek! 
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A. táblázatból már látható, hogy A! — A, amiból közvetlenül következik, és 
hogy A! — As; AS — AJ A — stb. és általában 


AWJATC AS, CAPTios,, 


Ajc Az lm Ala 


69. Igazoljuk, hogy az 


—1 —-i —1 
Az Ú il 0 
4 ü I 


mátrix négyzete az E, egysépmátrix! 





7L. Mutassuk meg, hogy az 


1 2 3 -Z -1I —-6 
A-É 3 2 Ül és B—- 3 2 9 
-1 —iI -I 


máirixokkal AB — BA, 





Tehát valóban fennáll, hogy Ass E, . 
70. Az előző feladathoz hasonlóan igazoljuk, hogy 
0 1 Gy 0 1 o 07 
-1] -1 -lÍ s 0 ű€ 11-E, . 
ü ű I] —] —1 -1l 
Valóban 





tehát valóban AB— BÁ. 


72. Mutassuk meg az 


j a -[ [ 1] B -[/ —1 
z Es, -2 1 2 -1 


mátrixokra, hogy (AB —B"Á", 
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10 am d, ű 10 a Éj fől 
AH — s AB Fra] 4 
[d 1] Mi [3 1) 


pilai Hg illett ÉRTS! 


vez: 36-11 


Tehát valóban fennáll (AB)"—B"A". 


73. Bizonyítsuk be, hogy általánosan igaz az előző példában az adott két 
mátrixra igazolt összefüggés, vagyis, hogy (ABY" BA" mindén konformábilis 
A és B mátrixra! o 

Legyen az Azla ] mátrix típusa (a, ri; a B—[6.] mátrix tipusa Ért, B). 
Ékkor a szorzás AB sorrendben elvégezhelő, ésa €—4AB-—[c,,] mátrix tipusa 
ím, p). Az AB mátrix i-edik sorában és 7-edik oszlopában álló elem — ar 
egyúttal (AB)" j-edik sorában és r-edik oszlopában áll — 


Hi 
ez 2 Guba. 
kill 


A B" mátrix j-edik sorában a bis, gya .... bny Elemek állnak, az A mátrix 
1-edik oszlopának elemei di, dig, css Bin A BA" szorzatmátrix j-edik sorá- 
ban és í-edik oszlopában éppen a most felsorolt elemek kompozíciója áll, 
Azaz 


rt [aj 
2 Ön dix — 2 Er Önja 
k-l kzl 


ez valóban éppen c,,, és ezzel a bizonyítást belejéztük. 


74. Bizonyítsuk be, hogy 
(ABC CS BAT. 
Felhasználva a mátrixszorzás asszociatív tulajdonságát és az előző feladat 
eredményét, 
(ABCY S (ABDCY -CHAB)" S C" B"A". 


75. Legyenek A és B "r-edrendű négyzetes szimmetrikus mátrixok. Bizo: 
nyítsuk be, hogy az AB szorzat akkor és csak akkor szimmetrikus mátrix, ha 
A és B szorzata felcserélhető. i : 

Ha A és B szorzata felcserélhető, azaz AB- BA, akkor (A és B szimmetrt- 
kus voltát kihasználva) 


(AB)"-B"A"—BAÁz ÁB, 


ami azt jelenti, hogy AB szimmetrikus. 
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Fordítva: ha AB szirimetrikus, akkor ez azt jelenti, hogy (ABY"— AB, és 
most is fenn kell állnia az általános összefüggésnek is, vagyis 


(AB —H.A!- BA, 
tehát AB-—BA, azaz szorzatuk felcserélhető. 


76. Mutassuk meg, hogy ha A rm-edrendü szimmetrikus mátrix és B 
men tipusú tetszőleges mátrix, akkor a C— BAB mátrix szimmetrikus. 

Ha A szimmetrikus mátrix, akkor (felhasználva a 74. Gyakorló feladat ered- 
ményétlk 


C"-(BAB)"-B"TAN(B"yY -BrA"B-B!"AB—C, 


65 ez éppen azt jelenti, kogy € szimmetrikus. 
Hasonló tétel mondható ki akkor, ha A antiszírnmetrikus. 


77. Gyakorlásképpen bizonyítsuk bc, hogy ha A szirnmeéetrikus, akkor mind 
AA" ATA, mind pedig A? is szimmetrikus. 
Ha A szimmetrikus, akkor Am A", ezért 


AL2AA AA — ATA, 


ilovábbá pi. az AA" mátrix szimmetrikus, mert az i-edik sorában és /-edik osz- 
lopában álló eleme az A mátrix r-edik sorának és az A" mátrix /-edik oszlopának 
kompozíciója. De ez van AA" /-edik sorában és /-edik oszlopában álló elem 
helyén is, hiszen ugyanazokat az elérmeket komponáltuk. 


Az alábbiakban a mátrixok közgazdasági alkalmazásával kap- 
csolatos néhány elnevezést sorolunk fel. 

Tektatsünk egy üzemet. Jelöljön TT). To,.... fan egy-egy, az 
üzem által gyártott terméket. A gyártáshoz £,, E.,..., E. erő- 
forrás (nyersanyag) áll az üzem rendelkezésére. Áz egyes termék- 
egységekre vonatkozó ráfordításokat, az ún. fecinológiai együtt 
hatókat a következő táblázat mutatja: 





a jelenti azt a ráfordítást, ami az E, erőforrásból egységnyi [; 
előállításáltoz szükséges. 
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A táblázatban feltüntetett számadatok a technológiai mátrixot 
adják; 


di dig --- diím 

dai sz --- dm 
M — a 

ünt  dgz ee dnm 


A mátrixnak annyi sora van, ahány erőforrással rendelkezünk, 
és annyi oszlopa, amennyi a termékek száma, 

Ha az üzemnek a To. Tas... Ta termékekből rendre Pi. Pas ss Pm 
egységnyit kell előállítama, ezt a feladatot a 


p — [DD Bűn sees Pal 


oszlopmátrixszal adjuk meg, amit programmátrixnak vagy prog- 
ramvektornak neveznek. 

Az Mp szorzat az adott termelési program erőforrás- Ényers- 
anyag-) szükségletét mutatja, erőforrások szerinti bontásban. 

A rendelkezésre álló erőforrások adatait tartalmazó 


k — [Ed Kgy ..., KP 


oszlopmátrixot kapacításvektornak nevezik. 
Az egyes erőforrások egységárait tartalmazó 


a" — [d], Gz, - s €.] 


sormátrixot érvektornak szokás nevezni. Ezekkel az adatokkal a 
termelési program anyagköltsége 


K — at Mp. 


Az arM mátrix az egyes termékek egységére eső ún. /ajlagas 
anyagköltséget adja meg. 


78. Egy üzem három erőforrás segítségével négyféle terméket készít, 
melyek technológiai mátrixa 


1 3 2 4 
M-jfü 2 3 3]. 
2Z 112 
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. Határozzuk meg a termelés anyagköltségét és fajlagos anyagköltsépét, ha az 
üzemnek az egyes termékekből rendre 40, 25, 60, 50 darabot kell előállítania, 
azegyes erőforrások kapacitása 450, 400, 300 egység és azeróforrások egység- 


ára 10, 12, 8 egység, 
A programvektor 


pz- [40, 25, 60, 501". 


Az előírt termelés erőforrásszükséglete: 





1 3 2 alól Gas 
Mpzlo 233 60 - [do]. 
3 112 2 
50 65 


A kapacitásvektor ; 
k—[450. 400, 300)" , 


ichát az előírt program szerinti termelés végrehajtható, mert égyik erűflar- 


GÁ szemben támasztott igény sem nagyobb, mint az illető erőforrás kapa- 
ciiása. 


Az árvektor ; 
a"a[I0. 12, 8]. 


Az előírt termelési program anyagköltsége 


I 3 2 4 fs 435 
K-a"Mp-—[10, 12, 8JÍ0 2 3 3 fi — (10, 12, u[d00] - 
2 1 12 
50 265 
sz 11030 egység. 
A fajlagos anyagköltség 
1 3 2 4 
a"M—(I0, 12, 8jla 2 3 31-[26, 62, 64, 92]. 
3 PF 12 
Ellenőrzésképpen 
40 
25 
26, 62, 64, 92 — 41 030. 
[ teg 171103 


50 
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79. Egy üzem az W,, N, nyersanyagokból az első munkafázisban F,, 
és F, félkészterméket állít elő, majd ezekből a második fázisban F, és F, vép- 
terméket. Az egyes termékek egységenkénti anyag-, ill, félkésztéermék-szük- 
ségletét az alábbi táblázat mutatja : 





Melyik nyersanyagból mennyi szükséges az egyés végtermékekhez, és mek- 
kora a nyersanyagszükséglet, ha F,-dől 1000, F.-ből IZ darabot gyártanak ? 
A félkésztermékek nyersanyagszükséglelét az 


1 4 5 
MM. — 
5) 


a végtermékek félkésztermék-szükségletét az 


1 3 
M, ti 3 3 
4 1 


technológiai mátrixszal írhatjuk fel. A végtermék nyersanyagszükséglele e két 
mátrix szorzatából olvasható le: 


mégpedig az M mátrix első oszlopmátrixa a F., a második oszlopímátrixa a 
F, végtermék egy darabjának a nyersanyagszükségletét mutatja. Az M mátrix 
sormátrixai az egy-egy darab gyártásához felhasznált nyersanyagok mennyisé- 
gét mutatják. A teljes gyártás nyersanyagszükséglete a 


Al LEo6] — lósaoo 


oszlopímátrixból olvasható le, mégpedig Y.-ből 65 000 egységre, V,-ből 66 200 
egységre van szükség. 


M 2 MM - [/ 3 
2 3 e] 


HO. Egy üzem három nyersanyagból (amelyek 9V., AV. ÍV) az első murka- 
ciklusban három félkésztermékect (ezek F,, F,, F,) állít elő, majd ezekből a 
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második ciklusban három végterméket (ezek FF, F., F.. Az anyaglelhasz- 


nálást az alábbi séma mulalja. A vonalakra írt számok a szükséges fajlagos 
anyagmennyiséget jéléntik. 


Ny, 
vi 


VSZ 














aZ 
As 




















Például az 9-et és F,-t összekötő vonalon levő 5-ös azt jelenti, hogy egy 
egység ff, előállílásához 5 egység V.-re van szükség. 

Írjuk fel a tcchnológiai mátrixot! Határozzuk meg a nyersanyagszükségletet 
megadó öszlöpvektort, ha a programvéktor 


190 
p — 12001 . 
300 
A táblázatból könnyen leolvasható, hogy az első munkaciklus technológiai 
mátrixa 


l 5 0 
M,5-13 4 IÍ, 
Ü 2 3 
anol most az oszlopmátrixok az egyes félkésztermékek fajlagos anyagszükség- 
letét jelentik ; a második munkaciklus lechnológiai mátrixa 


zZ 10 
M., - j: Út 1. 
d 3 2 
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amelynek egyes oszlopímmátrixai egy-egy végtermék félkésztermék-szükségletét 
mutatják. 


A teljes gyártás technológiai mátrixa az MM, mátrix; a teljes anyagszük- 
séglet 
MM. p. 
A szorzást elvégezve: 





17 31 2 
Mi — 18 30 18 
6 2] 14 


- MI, M.p. 


Vagyis W,-ből 13. 900, W,-ből 13 200, ,-ből 9000 egység szükséges a kíváni 
mennyiségű végtermék előállításához. 


81. Egy üzem hat nyersanyagból (N,, ..., V.) ez első munkaciklusban 
három (XX), XX. X.. a második munkaciklusban öt (F,,..., Yu alkatrészt 
gyárt, és ezekből készül el négy (7, ..., 2.) végtermék. Áz egyes termékek 
anyagszükségletét az alábbi táblázat tünteti fel, Egy-egy kisbetű az első index- 
szel a felhasznált anyagot, ill. terméket jelöli, a további indexek a felhasználás 
fázisát jelölik. Például ny, az az anyagmennyiség, amely a NY, nyersanyagból 
az X, alkatrész előállításához szükséges, vagy xuwi Az a mennyiség, amely az 
X, alkatrészből a második (az Fr) ciklus kihagyásával a Z. végtermék előálli- 


tásához szükséges. 
Az adatok: 
nis2 ma 1 xuzi Xa —] Yna5s2 
na53 "ei —1 X47-—2 Xan —2 ya 1 
naz] Ha 3 xaz3 Xua 53 va-3 
14-74 mut xu:4 Xya —1 ya 1 
ma-3 maa] Xuz xmuzl Yaez 
ta z Haz l xa-3 Xwas2 yazl 
maz z Haas 3 Xxuazd xs l yasz3 
Xar— 3 ya-1 
yizz 
ai 
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Minden meg nem nevezett érték zérus. 
Írjuk fel a teljes termelés technológiai mátrixát! Mekkora nyersanyagszük- 


séglettei kell számolnunk, ha a gyárnak az alább alkatrész- és végterméket kell 
szállítania: 


F. 200 





XI  f100 Y,! [100 zaj $1900 
x-fxalzol; Yv-lyj-lto0l; 2-fé1-4209 
x.d  ha400 Y.! 1100 Za 800 

Tr, 300 Za 1500 


Az adatok alapján az egyes részmunkák az alábbi technológiai mátrixok- 
kal jellemezhetők (a mátrix indexében a munkafolyamat elején és végén sze- 
replő anyag, ill. gyártmány betüűjéle vam: 


Mix 


Hl 
mi Ez DR tú 
het ha A B 
EL mt Laj ÚT íz 
mó. a 
m— mu 
mmm am 
mi mm Mm 


B rz 7 


mai o Hi 
me ZT ik a 
[nün IL e TRI CK ERR am EL ra 
e mm 


. A részmunkák alapján a végterimék előállítására vonatkozó teljes téchnoló- 
Elal málirix : 


Muz — (Max May Ft Mari MyztMuxMez: 


a szállítandó árumennyiség nyersanyagszükségletét pedig az 


I 1! ella 1 98 al ! FS 
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oszlopmátrix adja, ahol 


úx — MuyxX; úr -iM ez MiytMayiY; uz — M,.,Z., 


tehát ux.uy, ill. u az A, F, til. Z termékből szállítandó mennyiség téljes 
anyagszükséglete (nyersanyagból és alkatrészból). 


A részletes számítások : 





Mix 7 z MuaxMar- 
6. § 68 Eü 
3 § 9 IZ 0 
ll 3 hú 430 
BH... M M — , 
nxöégy et TÉNY dá 3 ű 31 3 
al! 821 1] 
ai] 317 3 
Mar MiytMir —— (MM ey Magy 
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- Mux Max - 


Így a teljes termelés technológiai mátrixa : 


Muaz — (Mix MHat Meri Msz-FMux Miaz 7 


40 
60 
17 
114 
56 
59 


14 
21 
4. 


3 


29 
20 


A gyár által szállítandó alkatrészek anyagszükséglete a következő; az Ar, Ae 


XX. alkatrészeké: 


Ily — Max A — 


————al 


har Br in mm 


ésaz FY., FY., FYs, FT. TF, alkatrészeké : 


u — (Max MueyFMuyrlY — 


0 200 

01 100 300 

111291 [aa ; 

s aoot 12000 

1000 

0 700 
6 5 6 8 0 
3 6 912 0l[ 109 
1 3 6 40 
415 6.31 3Í11o 
411 317 3 
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A szállítandó végtermékek anyagszükséglete : 


l4 27 40 14 99 400 
93 30 60 ZIIf[1004 174 500 
— 2 1 az 6 allizoal Í 30800 
UÚz Maz ő -— — . 
l4 őz 1li4 3711 800 235 100 
iz 48 86 Z39ILISW 181 4 
15 46 59 20 147 406 


A teljes szállítás anyagszükséglete tehát; 


102700 
128100 

31300 
243007 
187900 
152600 


vagyis az egyes nyersanyagokból a kövétkéző ménnyiségék szükségesek a 
gyártási program teljesítéséhez: 


NN, ÜZ 700 egység; 
NY. 128 100 egység; 
N.z 31 HW egység; 


Uy-Hilly-tüz — 


M.—243 700 egység; 
NN. 187 900 égység; 
N.z 152 600 egység. 


2. A négyzetes mátrix determinánsa, a mátrix rangja, 
a mátrix elemi átalakitásai 


a) A négyzetes mátrix determinánsa. Az 


tf11 19 non in 
A — aj tan mon. ünn 


dkb bbá ara nnna nun m 


dni LETT ... an 


négyzetes mátrix determinánsán az elemeiből képezett deter- 
minánst értjük, amelyet JA[-val vagy det A-val jelölünk: 


dja dyzs din 


detA — ADA [92 ze dan[/ 


dzk pg nag man a ang g 
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A determináns felírásakor tehát a mátrix minden elemét a helyén 
hagyjuk. I 

Ha det Aú, akkor A reguláris vagy nem szinguláris; ha 
det A —0, akkor A szinguláris. 


Például az 


A — 


ha hz ta 
kak ha 


l 
2 
l 
mátrix reguláris, mert 


det A — [AJ — 


Eg Ez La 


2 1] 
4 2]z1248146—(8544-18) — —4. 
3 I 


A mátrix determinánsának a mátrixok körében hasonló szerepe 
van, mint az abszolút értéknek a szamok körében. 
Könnyen látható, hogy 
IAJ-]ÁATT; TABÍ—JjAI-]BI. 
b) A mátrix raugja. Minden nem zérus mátrixhoz egyértelműen 
hozzárendelhető egy természetes szám, a marrix rangja. 


Az A mátrix ragja akkor r, ha r-edrendű kvadratikus minor- 
mátrixai között van legalább egy reguláris és minden (r-1j- 
edrendű [valamint ebből következően minden (r3-1)-nél maga- 
sabb rendül minormátrixa szinguláris. 

A  definicióból következik, hogy az n-m típusú mátrix rangja 
nem lehet nagyobb sem sorai, sem oszlopai számánál. 

A zérusmátrix rangja 0. Ha egy mátrix rangja 0, akkor abból 
következik, hogy a mátrix zérusmátrix. 


Az A mátrix rangiát o(Aj-val jelöljük. 
Például az 


he 
II 
4 ha — 
LA Ua ha 
d Én ta 


155 


mátrix rangja 0 (Aj) s 2, mert 





1 2 3 [9 
I4l—[2 3 4-0, de [/ 11-10 
3 5 7 


Két mátrix összegének és szorzatának rangjára vonatkozólag 
a következők bizonyíthatók be: 

Két mátrix összégmátrixának a rangja nem nagyobb a tagok 
rangjának összegénél : 


0(A t B) z 9(A)-tol(B); 
szorzás által a rang nem növekszik: 
0(AB) z o(Aádi; — 0(AB) E 9(B). 
Például az 
ae[ 929 s 5-[125 
2 4 § 


rmátrixokra o(Aj— 2, o(B)— 2. Szorzatukatl kiszámitva: 









l 2 398 Il8 37 
—-t 0 316 ÍZ 26 


és — p(AB) — 2. 


A — 


A mátrix rangjának fontos szerepe van az alkalmazásokban, de 
kiszámítása a definíció alapján nagy elemszámú mátrixok esetén 
nagyon fáradságos. Egyik egyszerűbb kiszámítási mód, ha a 
mátrixon olyan átalakításokat hajtunk végre, amelyek a rangjá- 
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nak kiszámításához szükséges determinánsok zérus vagy nem 
zérus voltát és ezzel a mátrix rangját nem befolyásolják, de magát 
a mátrixot egyszerűbbé — pl. sok zérus elemet tartalmazó mátrix- 
sza — alakítják. 

MNégyzetes mátrix esetében célszerű a mátrixot háromszögímát- 
rixszá alakítani, mert ennek determinánsának értéke a főátlóban 
álló elemek szorzata. Ha az nr-edrendü háromszögmátrix főátlójá- 
ban csupa zérustól különböző elem áll, akkor a mátrix determinán- 
sának értéke nem zérus, és a mátrix rangja éppen "1. 


c) A mátrix elemi átalakításai. Most a mátrixok átalakításához 
felhasználható elemi atatakításakat soroljuk fel: 


or) A mátrix i-edik és j-edik sorának felcserélése; jele: A. 

8) A mátrix í-edik és j-edik oszlopának a felcserélése ; jele: X;. 

yd) Az fedik sor elemeinek egy c 5-0 számmal való szorzása:; 
jele: Hitch. 

ő) Az  §-edik oszlop elemeinek egy c Ő számmal való szorzása; 
jele: X.(c). 

e) A f-edik sor c€-szeresének az 5-edik sorhoz való adása; jele: 
H; (c). 

7 A j-edik oszlop c-szeresének az f-edik oszlophoz való adása; 
jele: A, (ch. 


A H átalakításokat elenti sordtalakításoknak, a K átalakításo- 
kat elemi oszlopdtalakításoknak nevezzük. 

A mátrixok rangjának megállapítására a későbbiekben még 
más módszert ís látunk. 

Az A mátrixot akkor nevezzük hasonlónak a B márrixhoz, 
jelben A B, ha az egyik mátrix a másikból elemi dralakításokkal 
megkapható. 

Miként az a II. fejezet 35—42. Gyakorló feladataiban látható, 
valamennyi elemi átalakítás speciális mátrixok szorzásával 15 
elérhető. 

Például harmadrendű mátrixok esetén néhány elemi átalakítás- 
nak a következő mátrixokkal való szorzás felel meg: 


maátrixszal balról: 


a 
em lm 


Ü 
A Ha átalakításnak a l 
Ü 
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ll ü 0 

a Ka átalakításnak az 0 0 IÍ mátrixszal jobbról; 
0 1 0 
[I Ü 0 

a H,(c) átalakításnak az 0 l Ül mátrixszal balról; 
0 0 c 
t —2 0 

a H..(— 2) átalakításnak az 10 1] ÖT mátrixszal balról; 
0 0 Í 
1 0 0 

a X,: (1) átalakításnak az 0 1 IT mátrixszal jobbról 
0 0 I 


való szorzás telel meg. 


d) Mátrix normálformája. Bármilyen A mátrix, amelynek rangja 
o(A):- 0, elemi átalakításokkal az 
E 


E, 0]. . TE 
E; F; 91: [E,, 0]: hú 


mátrixok valamelyikére alakítható át. Ez utóbbiakat az A mát- 
rix normálformájának nevezik. 
Gyakorló feladatok 
1. Keguláris-e az 


3-2 I 
AzÍl 4 1-3 
-6 4-2 


mátrix? 
Mivel a mátrix deierminánsa 


3-2 1 3-2 1 
IAl—i 4 4 —-3Í——2i4 1 —3]5—0 
—6 4 —7 3-2 1 





(ugyanis két sora megegyezik), a mátrix nem reguláris, hanem szinguláris. 
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2. Mutassuk meg, hogy [4Aj-]AT] . 

A" úgy keletkezett A-ból, hogy A sorait és oszlopait egymással felcserél- 
tük. Ha azonban égy determinán3 sorait és oszlopait felcserélük égymmással, 
a determináns értéke ném változik, Így 


JAls]A TI. 
3. Mutassuk meg, hogy JIAB] — JAlj-IBI 
Az AB mátrix — és Így az JÁB] determináns — tetszőleges c,, eleme az A 
mátrix (és egyúttai az JA! detérmináns) í-cdik sorának és a B mátrix ([B]/ déter- 
mináns) 7-edik oszlopának kompozíciója. De ugyanez áll az JAl:IB] szorzat- 
determináns c, eleme helyén, ha az [Ál és IB]I Geterminánsokat $s0r—osziap- 
szorzással szorozzuk össze; így valóban 
IABI—]A]-IBI . 


4. Legyen 


a] d d és n-Í 91 1] 
— dr ú 1 — Dg b 


Felhasználva, hogy JÁR] — jJál[-iB], mutassuk meg, hogy 


(alt az) (b11-b3) — (ahh — ab (a bart ay ba)". 
Egyrészt 
me] a] [5 b 1] - [ 3141— d: B; mérte] 
— iz b dab — at : —abitabi li 


AB] — (ay 51— aba tlan beka by; 


Így 


másrészt 


Alsa ta  JBl—dí-tb;  JAL IB] — (ait (ék 53), 


amiből állításunk már következik. 
5. Számítsuk ki a következő mátrix rangját; 


1 2 3 
míz 1l 31. 
3 2 I 
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I. Megoldás: Mivelláj — 0 és valamennyi másodrendű minormátrixának determinán- 


Mivel sa 15 0 (hiszen vagy egyik oszlopukban minden elem zérus, vagy egyik soruk 
1 23 3 a másiknak többszöröse), de nem minden elem zérus, ezért o (Aj) — Il. 
41-12 1 31—1-418-412—(4443-6) — IZ 504, 8. Szárnilsuk ki az 
3 2 1 
. . j 4 53 6 ? 
a mátrix rangja e(Ajz— 3. 4 § § 7 8 
it. Megoldas: Azí S § 7 $ § 
Meghatározhatjuk az előbbi mátrix rangját háromszögrmátrixszá alakítás- 10 11 12 [3 14 
sal ís! 15 16 17 18 19 


Alkalmazzuk a f.(—2 és HaC-3), majd a .(—i] és A4,(-—-1), 
végül a H.(— 1) elérni átalakításokat; ekkor 





mátrix rangját! 
]l 2 3 1 2 3 1 2 3 Il 2 3 Alkalmazzuk a K. (—D), K,(—1), Ka(—1ljés K,(— I jeleémi öszlopátalaki- 
nel 1 ir 9 —3 -af- 0 I jó 0 E L[; tásokat, ekkor 
3 2 1] 0 —4 —8 ü 1 2? 0 Ü 1 
3 Il 2 3] 4 
cz utóbbi mátrixról már látható, hogy rangja 3, hiszen delerminánsának értéke 4 I] 2 ij 4 
(a főátlóban álló élérnek szorzata) 1/0, 
Ash 3 1] 2 93 4 
6. Határozzuk meg az 10 I 2 3 4 
1-4 5 IS LIL 2 3 4 
4—Íh—-2 4 3 
0 -2 13 Most a fat—Ih Hat—-Ih Hall Aat— kh elemit sorátalakításokat hajt- 
juk végre; 
mátrix rangját! 
. 4 d 2 3 4 
véve 1 —3 35 l —3 5 4000 
lápz1—-2 4 31—-1o -2 i31 —0, AsjZ 0 0 G OI. 
Ü —2Z 13 0 —-2 13 79900 
N $ 4 ü ü 0 


és A-nak van olyan minormátrixa, pl. 


I —3 Crrót az alakról már közvetlenül látható, hogy a máirix rangja n(Ay— 2. 
I , Ugyanis van egyetlen másodrendű nem zérus aldetéerminánsa — mégpedig a 
ü —2 i bal felső sarokban áiló. Viszont az összés harmadrendű aldelermináns zérus, 


. Hi mivel vagy van csupa zérúsból álló sora, 111. oszlopa, vagy pedig (a bal felső 
amelynek determinánsa nem Ü, ezért p(Aj— 2. sarokdetermináns esetébenj a Sarrus-szabállyal kapott tagok mindegyike 


7, Mekkora az ZÉTUS. , ., KNYNNT 2, . 
Ha ennek a mátrixnak a rangját a definíció alapián akartuk volna kiszá- 
0 2 3 . la , [8 . ES 
molrni, akkor egyetlen ötödrendő, ( —25 ne edrendű, ( sz 100 har- 
Azlo 4 6 ; 83 2] 
0 § 9 madrendú és valahány másodrendű determüilnánst kellett volna kiszámítanunk, 


ugyanis mindezekről be kellélt volna látnunk, hogy értékük Ő, áll. egy másod- 
mátrix rangja? rendüről, hogy nem zérus. 


Vegyük észre, hogy a csupa 0-t tartalmazó sorok és oszlopok az 
átalakítások során el is hagyhatók, elhagyásuk nem befolyásolja 
a mátrix rangját. 


9. Mutassuk meg alkalmas elemi átalakításokkal, hogy o(A)j— 2, ha 


l 2-2 3 

ÁZ zo 5 —4 —5 j 
—1 —3 2 8 
Z 4-4 6 


Ha rendre a H,(—-2, Hat— Rh, fett) elémi álalakításokat végezzük 


el, akkor 
l 2 —2 3 1 2 -3g 3 ] 23 -Z 3 
1. a 2 5 —-4-S5[/ 2 5 -4 —5[/ 
. - ! —] —3 2 8 —21 —-5§ 4 5 
2 j ad ú 9. b ű ü 0 d 0 ű 


I 
mm hd 


Z za Bi ka 
ü TM La HI 
ü m Rk HhH 
mm Zrt La ha 


Az utolsó mátrixról már látható, hogy minden harmadrendü minormátrixá- 
nak determinánsa Ő, de van €-től különböző másodrendű aldétermináns, pél- 
dául 


s 


ml -7üú 
2 4 I 


ezért 0(Aj— 2. 


Iü. Alakítsuk át háromszögnmátrixszú az 


CR lak ÉR mi 
am t3 din [dd 
ml me E hd 
nö li BR 


mátrixot és állapítsuk meg a rangját! 
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Az alábbi elerni átalakításokat hajtjuk először egyetlen lépésben végre: 


Ha(—2, Ha(— 9), Ha(— 6 majd rendre a Hu, Ha(—1) és H.(—-] 
átalakításokat. Így 
l 2 3 0 l 2 3 0 l 2 3 0 
2 4 3 2 10 a —-3 29 10-44 -s 3[/ 
3 2 13 0-4 -—-8 3 ú 0 —-3 2 
6 8 7 5 0 —4 —-II § ú —4 -ili1 5 
1 2 30 ll 2 30 
ll 2 3 
19-84-83 3], 10-4-8 31 [9 4 g 
0 0-3 2] [o 0-3 2] [d 9; 
0 0-3 2] 10 0 00 


Az utolsó lépésben a csupa zérust tartalmazó utolsó sort hagytuk el. Az át- 
alakítás sikerült, a mátrix rangja 0(Aj— 3, mert az utolsó (harmadrendű) 
háromszögmátrix főátlójában csupa zérustól különböző elem áll. 


hi. Legyen A eEy harmadrendű mátrix. Milyen mátrixszal kell A-t megszo- 
rözni, hogy elemeire a fMf..(—2) és Ko,(3) átalakítás teljesüljön? Ellenőriz- 


zük a felírt eredményt a szorzás végrehajtása útján! 
A FH. 1—2 tlem átalakításnak a 


1 0 0 
Ü 1 —2 
út ü 1 
mátrixszal balról, a X,.(3) átalakításnak a 


I 0 0 
b 1 0 
3 0 1 


mátrixszal jobbról való szorzás felel meg. 
Ellenőrzés : 


— 2  d49— Zay 





ló3 


t Megoldás: 


A cél elérése érdekében a mátrixot hárornszögmátrixszá alakítjuk át. Az 
elemi átalakításokat speciális mátrixok szorzásával érjük el. 


fi. dia dia! Gyi tői 
Bn di o ml §ut Jaa 
ai  úzi sa ] Bsi b Mas 





12. Határozzuk meg háromszögmátrixszá való átalakítással az 
1 3 2 
A—Íí2 4 3 
3 7 4 


mátrix rangját! 


Az átalakítások sorrendje: H.(— HD, H.t—3), K,.í(— 1). 






H,(— 2) — 2 





; A mátrix rangja nem változik, ha a csupa zérüst tartalmazó sorát és oszlo- 
Az utolsó háromszögmátrixról már látható, hogy e(4)— 3. Ebben az éset- — pát elhagyjuk. A megmaradó harmadrendű háromszögmátrix főátlójában 


ben a determináns kiszámítása egyszerűbb lett volna. nincs zérus elem, így rangja 3 és egyúttal G(A)— 3. 
13. Állapítsuk meg az I. Megoldás: 
1 2 -I 3 A determinánsát utolsó sora szerint kifejtve, 
ac Ít 572 3 1-1 2 I 2-1 

1 2 —-I —2 detAá—5Íj2—2 3/4312 5 —1] 7-0, 

0 5 Üü 3 1 —1 -2 1 Z -I 
mátrix rangját! mivel mindkét harmadrendű détermináns értéke 0 (két-két oszlopuk — előjel- 
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től eltekintve — megégyezik). Viszont pl. a jobb alsó sarokbeli harmadrenáű 
aldeterminánst tekintve; 


3 —Z2Z 3 
2-1 2] 5—15-420—(—15)-(—12) 5 0, 
§ 0 3 


tehát p(A)— 3. 
34. Keressük meg az 
1 2 0 -1 
A — 3 4 1 2? 
—3 3 2 §5 


mátrix normálformáját! 
Minél több zérus és egységelem elérése céljából rendre a következő elemi 


átalakításokat alkalmazzuk: Ha(— ii), H,, (2); majd Kft 2h ku), ezután 
K.. majd H.(—2), továbbá Ka(Zh Kos(— 5). ezt követően K, 7) K(7). 
Amikor lehetséges, két-két elemi átalakítást összevonunk : 


1 2 ú —I Il Z 1: ü ü 0 
3 4 1 21-10 —Z I -2 1 51- 
—2 3 2 5 0 7 2 ? 2 3 
10 ú 0 1 ú 0 Ú 0 0 
refjl 1-2 51-jú ll —z 1 0 Ú[- 
0 2 7 3 ú 0 Ti li ai Ú 1] —7 
1 ú Űü 4 
0 1: ü Ül — [E,, 0). 
0 6 iŰ0 


15. Írjuk fel az 
0 2 3 4 
A—m—iz 3 5 4 
4 81312 


mátrix norrnálformáját! i 
A norimálformájához pl. a következő átalakításokkal juthatunk el: Hua, 
EK, (4). Ha(—Z. majd egy lépésben K.(— 3), K,,(— 51 Xa(— 4), utána 
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Ka (4), K..(— 9, Xn(— 4), végül A(— 1): 


0 2 3 4 2 3 5 4 3 5 4 
z 3 5 dír jü 2 3 4j- 023 al 
4 81312 4 8 ]3 12 zZ 81312 
4 l 10 € 0 
4 Ü 4 0 1] 3 4 
Ű 

Ű 


5 
3 3 

3 3 

Ü 1000 

T He 0 j]- fe e] 
o ol fo a a aj B 


3. A négyzetes mátrix adjungáltja és inverze 


fd 
 NüIHAtEéL.( 
a TT mi 
tn Er EZ tu 
[nr E b MH S 


1. Egy négyzetes A mátrix adjungált máirixának vagy röviden 
adjungáltjának nevezzük az 


Bu dig e din An Az: Am 
adj A E ad] Hat ézas ara Hay e Aa As kar Az 
ég Le Se Ea Á ta A an te. Ann 


raátrixot, abol Az; az A mátrix detlerminánsának a, eleméhez 
tartozó (előjeles; aldeterminánsa. Külön kiemeljük, hogy adi 4 
i-edik sorának k-adik eleme az [Ál determináns k-adik sora /-edik 
eleméhez tartozó előjeles aldetermináns, vagyis adj A az 


An Ai1z ... Ain 
Agi Aaa... Aa 
Ár Án e.t Ár i 


mátrix transzponáltja. 

Megjegyezzük, hogy diagonális mátrix, háromszögmátrix, szim. 
metrikus mátrix, hermitikus mátrix adjungáltja is ugyanolyan 
típusú. 

A műveletek elvégzésével igazolható, hogy 


A :(adjA) — JAJ-E és (adjA)-A — [A[- E. 





167 


2. Ha A négyzetes mátrix, és JAl 0, akkor A inverz mátrixán 
vagy reciprok márrixán azt az A! szimbólummal jelölt mátrixot 
értjük, amelyre 

A4A7!—E, ill; 4A714A—E. 

Az t. alatt adott összefüggésből következik, hogy a jobb- és 

baloldali inverz mátrix megegyezik, és 


4-1 adj A 

Aj 

Az JAl 50 feltétel azt jelenti, hogy csak reguláris mátrixnak 
van inverz mátrixa. 

A definíció alapján könnyen belátható, hogy 

(ATOT A; (ATDTA(AT)-T; (AB)-!-B-!. A-t; 
továbbá a szezmmetrikus mártix Inyerze szimmetrikus, a három- 
szögmátrix inverze háromszögmátrix. 

Az inverz mátrix kiszámítására most egy másik modszert Is 
mutatunk. 

Ha az A mátnxra TF. To, ...., 7, elemt soráatalakítások olyan 
sorozatát alkalmazzuk, amelyeknek eredménye az egységmátrix, 
azaz 

(Tf, ...TT]áA E, 


akkor ugyanezeket az elemi sorátalakításokat ugyanebben a $0T- 
rendben az egységmátrixra alkalmazva, éppen A inverz mátrixát 
kapjuk, vagyis 

(TT... TATE — At, 


Haa T átalakításokat speciális mátrixok szorzásával érjük el, akkor 
az inverz mátrix e speciális mátrixok ugyanolyan sorrendben vett Szor- 
zata: 


T. 4. TT, - A"! 
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számítsuk ki az 


—2 3; —i 
A — ú —8 15 
10 —I5 34 


mátrix inverzét ilyen módszerrel! 

A könnyebb áttekinthetőség érdekében leírjuk egymás mellé 
az A és E, mátrixokat, és mindtg mindkettőn egyszerre végezzük 
el az elemi sorátalakításokat. A. feladatot akkor oldottuk meg, ha az 


(AMHE] mátrixpárt az (E,HA S 
mátrixpárrá alakítottuk át, akkor ui. a jobb oldali mátrix már az 


inverz mátrix. Az alkalmazott elemi sorátalakítások jelét most a 
mátrixok alá fogjuk irni. 


3 [00 
8 0 I! Ü[ - 
o — 13 34 001 


Maja) 


—2 3 —1fiÍí1 ü 0 
ma 0 1] —áfi3 1 01 - 
0 0 —6I[[5 0 I 


H(—1)A(— 1) 


2 -3 0 34 0 7 
10 LIL 011—27 1 —6[- 
0 0 I —5 0 —I 
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12(3) 
z Ű Új [—47 T — ]1 
szd I 0 27 ál az 
0 Ü ] — 5 ; — 1 
HCH 
Et 0 011—23, 15 —55 
0 0 ] -—-§ Üü —Il 
tehát 
—23,5 15 —55 
A1— 1-3 ll 0 —6 
—5 ú —i 


Megfelelő gyakorlat után már felesleges az elemi sorátalakítá- 
sokat részletesen kiirni, elegendő a hasonló mátrixokat egymás 
után leírni. További egyszerűsítés érhető el, ha az átalakítandó 
mátrixból azokat az oszlopokat, amelyek már az egységmátrix 
oszlopai, nem írjuk mindig le. Ilyenkor arra érdemes törekedni, 
hogy az a elem, majd az do, elem helyén minél előbb 1-es álljon. 

3. Az inverz mátrix segítségével osztás a mátrixok körében 15 
értelmezhető. Nevezetesen az 


AX-B 
egyenlőségből 

X7-AT!B; 
ésaz YA—B 
egyenlőségből 

Y-BA ". 


Az osztás eredménye tehát függ az osztandó és osztó sorrendjétől. 

Az inverz mátrix egyik legfontosabb alkalmazása a lineáris 
egyenletrendszerek megoldása során lép fel, ezzel később fog- 
lalkozunk. 
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4. Ha az A mátrixra speciálisan teljesül az 
AA" AA E 


feltétel, akkor unirér mátrixnak nevezzük. i i 
Két ugyanolyan rendi unitér mátrix szorzata szintén unitér 
mátrix. 


Ha az A unitér mátrix elemei valós számok, akkor Ata A? és 
AASzAtA E. 


Ekkor az A mátrixot ortogonális mátrixnak nevezzük. Az ortogonális 
mátrix tehát az unitér mátrix speciális esete. 

Egy ortogonális mátrix transzponált mátrixa, valamint inverz málrixa 
szintén ortogonális; két (vagy több) ortogonális mátrix szorzata ismét 0r- 
togonális. 


Gyakorló feladatok 
1. Számítsuk kiaz 


1 2 3 
AzíÍí2 32 
] 3 4 


mátrix adjungált mátrtxát! 
A szükséges aldeterrminánsok : 





Án c ; 1176 Aa 7 1-2; 
mell eetl e 
mely aedk üle 
mell zel 
Aa) j1--i 
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Így A adjungáltja: Ebből adj A már felírható : 


i 4-2 
6 ]-5 adjá —1—2 —5 a4f. 
adjAá —1—-2 —-5 4í. 


ll —2 I 
—3 3 -I 
4. Győződjünk meg arról, hogy ha 
2. Határozzuk meg az 























5 ü ú 2 2 ú ü .4 
I 2 3 1 1 ü 23 : 2 6 ŰÜ —]6 
A — , ákk di4A — l 
A 4 0 0 2 1 kelát Il 0 3 -S 
Il 4 3 ll ü 6 Í —2Z Üü ú 10 
mátrix adjungáltját! számítsuk ki a szükséges aldeterminánsokat : 
1 2 ő ll Ü 2 
3 4 2 3 2 3 
, 07 6 Li 0 6 1 0 I 
adjA — -Í Hi k v! -[ a! zi l 0 —-IT. I 12 EGG BÉL V 
l —3 l Ala sz 4) Ü 1 z [; Ara 7 — ü Új 2 mag 
hata § 3 [0 4 10 0 
l 4 li 4 l 3 0 0 2? 5 0 2 
tt 0 J b ü 
ll ü 2 1 4 —2 
AzÍ2 1 OI, akkor adjázm[—2—5 a4f! 5 ú z2 $ ú 0 
3 2 Í1 1] —2 I] 4Aaz—-]jú ú I[7-0; Aa- jú üű 21-6, 
Valóban ll ü 1] [0 0 
Aa 7 [ 1-3 An 7] --2 0 0 2 $ ú 2 
2 1 Ay — Í Ü 2 — 0; Aa ——]Í1 fh 2 sz 0, 
2 1 02 0 ú 1 l ú 1 
4 — [/ a 4 7-[) es 5 0 2 5 0 0 
An s ] l 2 zi 3; A. ——i1 ] ú) z ű; 
ll ü I 1 ü ő 
4 [/ 07-si Aa 7 7-2 
3 1 2 0 0 2 5 Ü 2? 
mely als el ds ni 
53 ű 2 $ ü ü 
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Tehát valóban 


2 0 0 -2 
, 2 6 0 —I6 
diA sz , 
20] 1 0 3 —5 
-2 0 0 10 


5. Az 1. Gyakorló feladat A mátrixára mutassuk meg, hogy A(adj Aj — 
sz áj E, ! 


ll 2 3 
lja Í2 3 21—-—7. 
j 3 4 





ó. Mutassuk meg az 1. Gyakorló feladat A mátrixára, hogy 
IAj-Jadj Aj — JAJ" — Tadj Aj" ]ÁAl. 


Az egyenlőségnek csupán a bal oldalára szorítkozva, sor— oszlop-szorzással 








li 2 3 $ 1] -$5 af ü 
2 3 271]1—2-5 4lzsz] 0-7 0]1]—(-7y. 
j 3 4][j—3 3 6-1 Ú Úú —? 


Az 5. Gyakorló feladatból viszont tudjuk, hogy [AJ — —7. 


7. Tgazoljuk, hogy a harmadrendű reguláris 


1 2 3 
AzÍjZ2 3 2 
3 3 4 


mátrix csetében 


adj AJ— JA. 
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Az első feladatban láttuk, hogy 


6 ÍI —5 
ja - [2 — § 1 
—3 3 —-i 
Mivel 
l 2 3 
lAálm [2 3 2 
3 3 4 
És 
6 1] —5 
laddjál[ 1-2 —-5 4 
-—3 3 —-1 
czért valóban 
ladj Al s [AJ 


z 30— 124 30—£4— 75-24 72) — 49, 


8. Mutassuk még az előző feladat A mátrixára, hogy 


ladj (adj Ajl — JAJ". 


Az első feladatban láttuk, hogy 





6 1l —5 
adj á — -2 — 5 1 
—-3 3 I 
igy 
—7T —14 —21 
adjladj A) —[—14 —21 -14 
— 21 —2] —38 
És 
—?7 —d4 —21 
[adj(adj Adj — [14 —21 —14[ 5 (—71(—7)(—7) 
—Zl —21i1 —28 
z(—7)t. 


9. Mutassuk meg az 
3 -Z 1 
Azm-i 4 il —3 
mű 4 —2 
szinguláris mátrixra, hogy 


A (adj A) 0. 


— (12-412--18)—(27-316-46) — —7, 


Lud Bi E 


LAS Lk ll VS) 


IF HO Li 
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A adjungáltja : 


lú 0 5 
adjá zíZzó 6 13 


22 ü0 II 


sz Aladjáj — §. 





10. Legyen 


l 2 3 1 2 3 
3 3 4 l 4 3 
Mutassuk meg, hogy 
adj AB — (adj Bi(adj A). 
Az első, ill. második gyakorló feladatban láttuk, hogy 


—-3 3 —I 1-2 1 


b 1-5 —7 6 —I 
ja a [42 s al; F adjB—-l 1 0 -L[. 


Mivel 
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ezért 


—5]1 —40 40 
adj AB — 9 -2Z —-á4l. 
7 l4 —]á 
Másrészt 


adj B — — (adj BH) (adj A), 





ami állításunkat igazolja. 


11. Mutassuk meg, hogy ha A maáasodrendú négyzetes mátrix, vagyis 





éz LETT - - 
- , akkor adj tadj Ajz A. 
Tai úsa 
Mivel tti Aa 5 den; Ai z — zi a Azt — — Hiíg és Asz Hja ezért 
Au Aral - [ds —dzi , ésigy adjA — — Hai — én , 
An Aa dia di Űzi rt 




















tehát a főátlóban álló két elern helyet cserélt, a mellékátlában álló két elem pe- 
úig előjelet változtatott. Ezt megismételve adj A-ra, adódik 


adjtadj Aj sz ha ij — A. 


Haz  Üz 


12. Mlulassuk meg, hogy az 


—4 —3 3 
AzÍ I 0 1 
4 4 3 


mátrix adjunpáltja önmaga! 








0 1 -[73 74] Tá —3 
4 3 4 3 0 ú 
—4 —3 —3 
adjáA sz -[ JJ 7. -3-s ii -] 1 0 1 
. 4 4 3 
; 1-r si 7 jei 
4 4 4 4 1 0 
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Azt a mátrixot, 


amelynek adjungáltja 
márrixnak nevezzük. 


önmaga, önadjungált 


13. Ellenőrizzük, hogy ha 


—-1 —-2 -2 
n-[ 2 1 —2] , 
2-2 I 


akkor adi A— JA". 


1-2] j-2-2i ]-2 3 

-z al 1-2 1 I —2 
[1 2-2 I —2 - [1 2 - 
adj A — [3 ú Hé 4 ] 2 —2 

2 1] J]J-1 -2 -1 al 

2 2 2 -2 2 1 


—4 6 
—h—G ) -6[-3 hp 2][ 63 
—§ —ú "3 —2 


14. Határozzuk meg az 


az 3 5 
a] 3 1 —4 
53 -d ? 


mátrix adjungáltját! 


Mivel A szimrnetrikus, igy An— Ani, vagyis adj A is szimmetrikus; ezért 
ném szükséges pl. a főátló fölötti elemeket külön kiszámítani. 





— 4 3 —4 , 
4n [14 0779 An 7]; 7 zs — 4l; 
—2 5 
4.7] 47 An 7] § 97-39; 
-32 a —2 3 
— — ma §. A -- — —-Í], 
Ár 5 -al " 37 4 1] 
tehát 
—d 4] —17 
adjAá —4—4l -31 31. 
—]7 3 —]i 
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15. Igazoljuk, hogy ha egy nadrendű Azú mátrix rangja o(A) — n-1I, 
akkor adj A—0. 


Ha otAl — n— 1, akkor az A mátrix elemeiből képezhető valamennyi (rr— 1)- 
edrendű minorrnátrix determinánsának értéke Ű, így az adjA imnátrixzban 
szereplő valamennyi elem zérus, tehát valóban adj A:zú. 


16. Számítsuk ki az, 


1 2 3 
A — ; 3 s 
ll 4 3 
mátrix inverzét! 
Mivel 
]l 2 3 
lAál— II 3 4l/-— 9-48412—(934-164-6) s —2 s Ü, 
l 4 3 


az inverz mátrix létezik. 
A 2. Gyakorló feladatban már láttuk, hogy 


-7 a -Il 
adj A — ]l ú —Ii, 
1 -2 1 


így az inverz mátrix 


; 35 -3 05 
A" — — adják c [1-5 ű 05]/. 
A] -05 I —05 


AT. Számítsuk ki az előbbi feladat A mátrixának az inverzét elemi sor- 
átalakítások sepítségével is! 


[des 


Ha(— 1 Hua(— 1) 
0 0 
; oj: 
0 1 


9: alle 
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H..(—2)9H.(—2) 
I f T aj 
b. db 
0 4 —-2 1 22 
mi -3) 


ll ü€ I 3 —-2 0 


H.at-l Hit — 1 


1 0 OJf 35 —3 05 
-b l-es o 05]. 
0 0 —-ü5 4 —05 
Így 
35 —-3 05 
1 [05 0 5] 
—-0,5 0 -0,5 


mint azt az előbb is láttuk. 


18. Határozzuk meg az 


2 4 3 2? 
36 5 2 
AZ 2 5 2-3 
4 5 14 14 


mátrix inverz mátrixát! 

Az inverz mátrix meghatározása aldeterminánsokkal negyedrendű deter- 
mináns esetén már nem célszerű, hiszén egy negyedrendű és lő db harmad- 
rendű determinánst kellene kiszámolnunk. Lényegcsen gyorsabban érünk cél- 
hoz, ha az elemi sorátalakítások módszerével dolgozunk. 


3 2 
53 2 
áz 


at 


TF bI 6 ha 
ta La Gt ke 
ama a 


ü 
0 
Ü 
I 


a. ÓÓ 
ma 
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5) 
m[5) 
Z 


l 2 03 0 0 0 
3 6 0 Fú 0 
ÉT 5 : kj : 0 1 07 
4 5 0 0 I 
FH. (—3)H.(—D)Hat—-4 
1 2 t5 I ÚS5 0 ű 0 
; ü 05 8] Bi 1 0 0 
—Í0 41-i —-s o 1 ol" 
0-3 2 10 ü ű I 
H az 
1 2 I, I 9.5 Ü ű Űű 
ú 1] -I ür $ [1 ü 
—$0 0 05 -II1-i5 1 o ú 0[7 
0-3 8 10 Öö bú 1 
KEK ÁNGSHÉN 
Il ü 28 0-3 0 
Ü har 9 ra 
él LÉ 2 00 
ú Úú ; 0 3 I 
JERRNENYNTNÉN ÉN 
1 0 0 Ig I3 -7 -2 0 
Ü I 0 —-7 -4d 2 Lt 6 
"19 0 i-2 -3 2 00 
000 s 10 -i0 3 1 
H,(0,2) 
I 0 ú 18 13 -7 -2 0 
0 10 8 E 2 ii 0 
"10 oil-z :-3 2 0 0 
( 0 ú 1 2-2 06 02 
Mat 18) H.H Ű2 
ll 600 —23 29 —128 
ll Le s se 97 5.2 
tf d Ü 1,2 
0 ü 0 1 (ő 


— 3.6 
1,4 
04 
0, 2 
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Így 
—-23 29 -I28 -36 


lú —-IZ S2 o l4 
I —2 IZ 04 
4 —-2 06 02 


49. Keressük meg az 
2 —3 -—4 

AzÍíi-]l 7 2 

3 1] -6§ 

rmálrix inyérzét! 

2 —3 —4jlfi 
Ag : p 
3 ÍI —-6)j[0 


l -7 -2 
a]2 —3 —4 


434 1]! - 


A-t z 


a 

— nőé 

ee 
? 


l —7 -—-21[0 —-1 € 
set I] Ö[Í[I 2 o]- 
ü 22 Üjíi0 3 I 


I —-7 —21f 0-1 0 
10 ál 0 Il 2 1]. 
0 ü 0j1l-2-i li 


Az utolsó mátrix bal oldali részéből már látható, hogy a kívánt átalakítás 
nem hajtható végre, hiszen a mátrix egyik sorában csupa zérus áll. 
Valóban 


2 —-3 —-4 
lál- 41-i 7 2]1—-84—1844—(—84—184-4) — 0; 
3 1 —6 3 


a mátrix szinguláris, tehát nirics iInyerzé. 


20. Győződjünk meg arról, hogy ha 


2 1-i 2 
l 3 2.3 

Az [ 1 2 pp t[: 
2 -3-1 4 
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akkor 
2lZ 5 —7?7 1 
[ 5 —-I 5 —2 


As ggl-7 s Hm 10 
1] —2 IO 5 
Elerni átalakításokkal 
2 41-i 2 10 0 0 
1 3 2? -3 0 I 0 0 
-1 2 1—-iÍ [d 6 1 af" 
2-3 -I 4 [0071 


Hz H(—2 Hir 1), Hat—z) 


l 3 2 —3 d 1 0 0 
0-5 —5 8 Il —2Z 0 
Ű 7 Tar 


Ü 
5 3 —4 9 I I € 
-3 —5 10 0-2 ü I 


e 


HÍ, — 02, Hi. —3h Hal—3kh Ha(— 393 


b 6-1 I, 06 —02 Ü 0 
ú 1 1 —-I5I611-02 04 0 0 
—10 0-2 4 I -I 1 
0 ú0 4 —-446[-I8 hő ü 1 
H.(—0,5), Hatti), H,(— bh), H.1— 4) 
l ű ü —ü2 01 03 -05 
0 1 0 04 03 —01 05 
— 10 0 1 —2 —0,5 —0,5 —0,5 
d ú Ü 36 02-04 2 


a 
Helg3] H..(0,2,  Ha(— 04) Hat) 


zZ [6 5 


———— 


2 § 7 1 

18 18 18 I8 
1 0 a 0 ke) bh 5 2 
51. TET SSÁT ÉSÉT 

d AL S a EG KRÉ 1 7 5 ti 10/7 

0 0 0 II 18 38 íg Ig 

I 

18 


I Í8 IK 
Ebből A-! már leolvasható. 


mi 


— 
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21. Bizonyítsuk be, hogy ha 


1 2 3 1 —3 2 
A—-úí2z 4 S5Í, akkor A1—j-3 3 —II. 





3 5 6 3-1 0 
1 23 I 2 3 j 

41-12 4 51-]o o -1 - [/ 21--i 0, 
3 5 el [3 5 6 


ezért az inverz mátrix létezik. 
Mivel A szimmetrikus, háram — például a főátló alattit — delermináns 
kiszámítását megtakarithatjuk : 





2 5 2 4 
Án — ——]: Aj — — — 3; Aja — — — 3; 
it h3 6 L.J 12 j3 8] Ja 3 5! 
4a —[) ez Aa 1 Aa 7] 2] - o. 


-] 3 —2 1] -3 2 
A! — 3-3 1l11-—-[Í1-3 3 -II. 
ez 1 0 2-I 0 


22. Bizonyítsuk be, hogy ha A négyzeles reguláris mátrix, akkor az 
AHB- AC egyenlőségből B: € következik. 

szorozzuk még balról az egyenlét mindkét oldalát A-"t-gyel (A-! létezik, 
mert [410 ; akkor 


A7T1AB-A- AC; 
EB— EC; 
B-C. 


23. Bizonyítsuk be, hogy ha A szimmetrikus mátrix, és A-! létezik, akkor 
A! is szimmetrikus! 


I. Megoldás: 
Belátandó, hogy (A7!)" 471 Egyrészt 
(AATTJtO(ATÓTÁT z(AT UTÁ, 
másrészt 


(AA!) —(EV —E, 
tehát 
(A-t A—E. 


A71-nel jobbról szorozva: 
(AH SÁT 
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II. Megoldás: 

Ha A szimmetrikus, akkor A, — A, ennek következtében adj A 15 szimmet- 
rikus. Az adjungált mátrixot az JAJ skalárral osztva, a szimmetriatulajdonság 
tennrnarad, tehát az eredményül adódó inverz mátrix szintén sztirnmetrikus. 


24. Mutassuk meg, hogy az 





l : I 4-HI 
—(1-ri) — 
2 K3 2FI5 
v-[.l A o át 
2 Vg 2yI5 
l i Si 
2 V3 27Ii5 
mátrix unitér mátrix, 
Mivel 
I ] 
jz4-b-gy 7 
i É i 
ul zi ES A 
3—i 4— 3i Ji 
3y15 2y15 2yI5 
ezért 


:yi5 


2y15 





tehát LU valóban unitér mátrix. 
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25. Bizonyítsuk be, hogy ha U, és ÚU. unitér mátrixok, akkor ÚJU, és 
TT,ET, is unitér mátrix. 
Feihasználva a II. fejezet 58. és 73. Gyakorló feladatának erédményét, 


(UJJÚ ULU" — (UUJ(ÚU" — (UUJ(U:UT) 
— ÚUUZ Új — UEU! -— UU? — E, 


amivel állításunk első részét beláttuk. A második rész teljesen hasonlóan lát- 
ható be, 


26. Mutassuk meg, hogy az 


d 25 ga 
Ki3 VB 
AzÍo o ti 
2 3 
KI3 VB 


mátrix ortogonális, és hogy delerminánsának értéke 1. 
Az A mairix transzponáltja 


3 2 
mi 
A" sz sé 0. di . 
Vi3 Ki3 
Ü Il 0 
és ezért valóban 
AA" —E, 
tehát A ortogonális. A determinánsa pedig: 
4-9 
13 13 
27. Bizonyítsuk be, hory az A ortogonális málrix determinútsának érteke 
FI vagy —l. 


Hármilyen máirix esetében Mayödt így IAÍZ? — JA[- hel - JA A"]. Ha A 
ortogonális, akkor AA" E, Így JAJ —E[É1, amiből [ál 


Tegyük fel, hogy a gazdaság n ágazatra bontható fel, amelyek egy h4- 
zonyos időszakban rendre 


Da ga s Da 


186 


értéket állítanak elő. A 
b —[D. Úg terry b." 


oszlopvektor az ún. bruttó kibocsátás vektora. Ha az ágazatok 
által felhasznált értékeket egy Aza] mátrixszal (az ágazati 
kapcsolatok mátrixával) jellemezzük, ahol az a,, elem azt jelenti, 
hogy az i-edik ágazat termelt értékéből mennyi szükséges a /-edik 
ágazat egységnyi termeléséhez, akkor az 


Ab 


szorzatmátrix a jermelői fogyasztas vektora, melynek kompo- 
nensei rendre egy-egy ágazat termelt értékéből az összes ágazat 
termeléséhez szükséges felhasználást adják meg. Á bruttó kibo- 
csátás és a termelői fogyasztás vektorának különbsége: 


b— Ab — Ehb— Ab — (EF—4A)b—n, 
a nettó kibocsáiás vektora. Az 
(R—4A)jb— n 


egyenletet az deazati kapcsolatok mérlegegyenletének szokás 
nevezni. 

sokszor azonban nem a nettó termelésre vagyunk kiváncsiak, 
hanem előírt n nettó kibocsátáshoz kell a b bruttó kibocsátást 
meghatároznunk, Ehhez szükséges, hogy az (E— A) mátrix regulá- 
ris mátrix legyen, vagyis inverze létezzék. Ekkor ugyanis 


(E—A)-t(E— Aj)b — (R— A)71n 
alapján 
b — (E— A)-!a. 
za. Tekintsünk három iparágazatot. Az égyés ágazatok összes igényét, 


valamint teljes termelését az cgyes időszakra az alábbi táblázat tartalmazza 
írmiilió forintban) ; 
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Írjuk fel az ágazati kapcsolatok mátrixát! Mekkorának kell lennie a bruttó 
termelésnek, ha azt akarjuk, hogy a nettő kibocsátás véktora 


n — [200, 500, 500 


legyen? 
Az ágazati kapcsolatok mátrixának elemeit megkapjuk, ha az egyes ágaza- 
tök szükségleteit elosztjuk az illető ágazat teljes termelésével. Igy 


240 72 140 

Hi — 800 — 030; ds — —— (41; LETE: ee - 0 14 " 
264 180 

íly — ——— — ü 10; as — 600 — 0 44; Haz — 1000 - Ü 18 a 
ú 120 JÚ 

dai 800 — Ü; das — — s Ü ZU; az — 1000 — 040. 


Az ágazati kapcsolatok máirixa tehát a következő: 


A — [010 044 Ül8 


ú üz 040 





030 012 ús 


A keresett b kiszámílásához először az E— A mátrixra van szükségünk : 


Il 0 4 030 042 014 0.70 —0 12 —ü l4 
ü A o]- 010 044 60131—1—014 4656 —Ú 186. 
0 ü 1] 


Ü 0.20 040 0. -0ZJ0 060 


EF-A — 





Mivel JE—- Aj — 0.2 z 0) czért az (E— A)! inverz mátrix térezik, mégpedig 


0.56 —O 8] — [—0,12 —014 7912 re 
—-O,20 060] — [—0.20 0.60 0.56 —0,18 
(B— art — L].21—0.10 —0,18 0.70 —0,14 -] 9,79 —-014]f 
02 0 0,60 §) 0.601. [—0.10 -—0,18 
—o lo  a.56l ] 070 —012 070 az] 
0. —0,20 6 -020] [-—0.10 6 0.56 
1.5 05 05 
— [03 21 O,7[. 
01. 07 19 
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A bruttó kibocsátás vektora tehát: 


1.5 0.5 051 [200 950 
b-l03 21 a711s500] — 11670], 
ÜL 07 491800 1890 


Ez azt jelenti, hogy az első ágazatnak 93504 millió, a másodiknak I670, a 
harmadiknak 18909 millió forint értékű árut kell terrmelnie ahhoz, hogy a 10- 


gyasztásra (nettó kibocsátás) ágazatonként réndre 200, 500, 800 millió forint 
értékű áru jusson. 


29. Legyen három népgazdasági ágazat ágazati kapcsolatainak mátrixa 


Ü/z0 0 l0 Úú2 
A — 0106 005 0125[. 
Üdz OI 0275 


Tégyük fel, hogy az egyes ágazatok termelésükhöz rendre termelt értékük 
1035-, 30 5-, 25 56-ának megfelelő irnporiot használnak fel. Ha azt akarjuk, 
hogy az egyes ágazatok rendre 244), IEKI, 220 millió forint értékü árut adjanak 
át a lakosság fogyasztása céljára, akkor mekkora értékű importról kell gon- 
doskodnunk ? 


Először a bruttó kibocsátás vektorát határozzuk mee: 


b — (E— A) !n, 
0.80 —-0 0 —-0,75 
E-4A—[-010 0.95 —0.125Í- 
—O 12 —0H 00725 
IB— A] — 0.2; 
1.350. 020 050 
(E—A)-t — 0.75 I,I0 25]. 


ÜZS ÜZÜ 150 


A bruttó kibocsátás véktora tehát: 
L.350. 0.20 0 5011f200 400 
b.- (0175 1.10 0 025Í1I100f — 1200 
Ö250 020 0 4,50£0220 4Üü 

Az ágazatok importszükséglete az 


i—[0,10, 0.30, 025] 
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mátrixszal adható meg, ennélfogva a szükséges import: 
400 
I — ib — fú 10, 0.30, 0251 12001 — 204, 
400 


azaz 200 nullió forint értékű importról kell gondoskodnunk, 
30. Legyen 


A - [/ 9] éz B-[/] 1] 
4 3 3 5 
oldjuk meg az 

A-X 5 B, 

$Y-r4szB 


mátrixegyenleteket! 


Az első egyenleiből — balról végigszorozva A7!-gyel — XS A7!B adódik. 


Mivel JAJ— 1-0, létezik A-?, mégpedig 


Ar el 3 73]; 
-4 3] 


KAB 3 —2j1-i 7] [1-s 5 ú[/ 
-4 3ÍI 3 5 13 —13 


Hasonlóképpen a második egyenletből Y— RA! vagyis 
Yv - Bari z [/ 1 3-2]. 1-3 23 
3 5f/[-4 3 — [1] ag 


4. A mátrix diadikus felbontása, a mátrix Hyoma 


1. Válasszuk ki az 
éii 0 iz ... Him 


Han  Úaz s dom 


A z ü 
En ne köll El eret 


nem zérüsmatrix egyik zérustól különböző, mondjuk a; ; 50 


LA) 


elemének oszlopát és sorát, és képezzük a mátrix ec kiválasztott 
oszlopának és sorának a következő ún. diadikus szorzatát: 


ij 

il [a 4 
— kele - [dia s jea ses im] — ür v; . 

Bi ja : 

18 
Ha ezt a diádot kivonjuk az A mátrixbol, az A — u,vyi — A különb- 
ségmátrix 71-edik sorában és 7 -edik oszlopában csupa 0 áll, és 

A - X 3-up vit. 

Ha a kapott A" mátrix nem zérusmátrix, akkor van 0-tól külön- 
böző eleme; legyen a; ;, ilyen elem, és alkalmazzuk az előbbi 
eljárást erre az elemre. Így 

A" — ug Vz — A" 
adódik, amiből 

A — A" 3- ugyi, 
és az eredeti mátrix 


A — ujvi -Hugyz -k AT 


Ha A" ismét nem zérusmátrix, az eljárás tovább folytatható. 
Általában az eljárás ran, m lépés után zérusmátrixhoz vezet, és 
ekkor 


A — úujvi hFugvz hb... -FUYÉ, 


vagyis az A mátrix számu diád összegére bontható, amit az A 
mátrix egy diadikus felbontásának nevezünk. 
Például először válasszuk ki az 


d 3 1í -—3 

—1 ú 2 —I 
Ami 2-5 5 2 
—2 -8 4 5 

3 9 3 —4 
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mátrix harmadik oszlopná 1 st. KERN . 
szlopának első elemét. Ekkor volna a másodikat is), és így 


Ü 0 Ú 0 
l 4 3 Il —3 63 100 
I pa B 2 —6 -T TT Ü 
ujyi — T 59(4,3,1,—3]—z [20 15 5 -15 , 
4 16 12 4 —12 A—unz] 0 0 0 0j-A. 
3 l2 9 3 —9 Ü 0 5 Ü 0 
és 63. 100 
j —— —- 0 0 
0 00 0 o, 7 17 
—-—g aa s fj Ismét nem zérusmátrix, az eljárás tovább folytatható. 
üEVEIl 4. Ez , 
A — urvi — 1—18 —20 0 — A 96 Ajaj 7 da ve. 
—18 —20 0 
-9g 00 5 83 
17 
A" 0, legyen a másodiknak kiválasztott elem, dj, — Tas kkor ugyi 2 zi d. -8, TT 0, ol - 
s . 63 
fsz 17 18, — 20,0, 17) — 1 
META PA H a TT , 0, 17] — ü Ü 0 0 
5 0 .. 53 109 
l 63 j 17 17 0 0 
o 290 100 ; ; 0 0 0 
5/17 mo 63 100 
—f 1 1(1—18,—20,0, 177— f—i8 —240 Ü [7 j -T Tr 0 0 
1 —I8 —20 0 17 cs ezzel 
5/17 0 0 0 0 
2.99 19, ; 0 000 
o! Atzuwz- [0 0 0 01-00 
0 0 ű 6 
(a skalár szorzóval most az első tényezőt szoroztuk, de lehetett 0 000 
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Példánkban az eljárás nem folytatható, és A egy diadikus 
felbontása ; 


4 3 1 —3 1 
"—-1 6 2 -I 2 

2 —5 5 21715Í[4,3.1.—314 
mm? —8B 4 5 4 

3 9 3 —4 3 


, e 
Te amb TT 0, 01. 
s 


A diadikus felbontás nem egyértelmű művelet, ugyanannak a 
mátrixnak többféle diadikus felbontása i5 létezhet. Kimutatható 
azonban, hogy ez az eljárás a lehető legkevesebb diádra való fel- 
bontáshoz vezet, mégpedig annyi diádra, amekkora a mátrix 
rangja: r: o(A). 

A felbontás során kapott 


— ba UV 
k—i1i 


diádösszeg szorzatként ís felírható 


ak ak 
vi 4 UeYa 4 db zt 1,Y. 


vi 
r 4 
Va 

2 ui [d , u, cv. UI] . 
k—1 a 
yt 


r 


alakban, ahol [u,, u, , ..., u] egy r oszlopból álló mátrix, amelynek 
oszlopai az Ui, Mg, ..., u, öszlöpvektorok, és 


egy r sorból álló mátrix, amelynek sorai a VÍ, V2, ... 
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vi sorvektorok. 


2. Ha speciálisan egy r-edrendű projektor (idempotens) mát- 
rixot bontunk fel diádok összegére: 


r 
PF — ULVE 
4-1 


akkor bebizonyítható, hogy a felbontásban szereplő u, és vi 
vektorok kielégítik a 


vfu - 1? ha kzél; 
köt MH, ha köl 


összefüggéseket. Az ilyen vektorokat Biortogonális vektoroknak 
nevezzük. Az is bebizonyítható, hogy a projektormátrixokat 
csak olyan diádokra lehet felbontani, amelyeknek vektortényezői 
tiortogonálisak. 

3. A máirix nyoma (Spur) a mátrix főáltlójában álló elemek 
összegével egyenlő: 


apl(áj — 23 ét - 


Gyakorló feladatok 


1. Hontsuk fel minimális számú diád összegére az 


2-3 1l 4 5 
Z 1 0 1 -I 
3-2 4-4 I 
5) 2-2 3 4 


A z— 


mátrixot, és határozzuk meg ily módon a rangját! 
Válasszuk az első diád meghatározásához az awysz 150 clemet. Ékkor 


15 —10 20-20 5 
elvi [3, —2, 4, —4, 1] — 7; 3 "A 4 7 , 
4 12 -8 16-16 4 
—-13 7 -19 240 
meacamel 8789 
-7 10-18 19 0 
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Legyen az A-ből választott élem az — —1570; most 


7 35 a7 28 —3I 4 
—t 5 1 —4 3 ú 
uvrr——[ gi57-b4—-30—--[ fg ggg gol7 
lú 50 —10 40 —-30 0 
a—a35 7 —28 21 0 
5 —1 4 —3 0 
- 0 0 ü 0 Ú 


—S50 10 —-40 30 0 


A kivonást elvégezve, 


22 0 9 3 0 

(ld 0 0 00 

A — 4 — u Ys Ü Ü §! ük ü 
á3 ü 22 -]11 0 


Most A7-ből pl. az a4— 30 elemet választjuk további szárnilásainkhoz: 
ekkor 


3 bú Ü 27 9 Ú 
. ] Ü 1 b Ü ü ü ÚÜ 
HaVa og Ü [22, 0, 9, 3, 0] — 7 0 0 Ü 0 0 — 
— 11] —242 ü —99 —33 0 
z2 o  Ü a 3 0 
4 ú Ü 0 0 
zz Ü ü ú 0 01, 
242 0 —33 -II Úú 
3 
És 
d ü Ü 0 
bh ü 0 ú 0 
At-Af-nuysebű 0 0 ú 0 
a ú 55 Ü 0 


Végül A7-ből az a4—55/-0 elemet választva, 


9 0 000 
0 0 000 
7 
usr all70.55.00] - 0 0 0 6 01, 
szi oli a 371 
55 — 9 500 
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és ezzel 

A" —uuvi; — 0. 

Az A mátrix diadikus lelbontása tehát 
-7 

[3, —2,4, —4, 1] ; (5, — 1, 4, — 3, 0]-k 
—[ú 

3 ü 
01122 011371 
-k ] 5.9 3.10] 0 0 55.00] , 
-]1 


l 


5 
—] 
Í 
4 


A rangja pedig o(A)z 4. 
2. Bontsuk fel a 


-i 3 5 
P 1 —3 s 
-—] 3 5 


projektorrmmátrixot minimális számú diád összegére, majd mutassuk meg, hogy 
a kapótt diádak ser- és oszlopvektorai biortogonális rendszert alkotnak. 
Válasszuk az első diád kiszámításához az az — [7 Ú elemet. Ekkor 


—1] —1 3 5 
ujYi — L([I,—3, s Il —3 -s]. 
— I — 1 3 5 


Ü 
P—ujv 10 ül , 
ü ú 


tehát P felhontása;: 


—1 
P] tu. — 43, —3]— urvi 


ma me 


—] 
Mivel 


—] 
viu, — (1, —3, -aj : —-—-1-335-t, 
—1 


chát a lelbontásban szereplő vektorok valóban biortogonálisak. 
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3. Mutassuk meg, hogy a 


2 —-3 —5 
pPp—l-i 4 5 
I —3 —4 


projektormátrix diadikus felbontásában szereplő §or- és öszlopvektorak Hor- 


togonálisak. 
Legyen irkiuló elernünk a,5157"ü. Ekkor 


pá 2 —-6 —8 
HYi — -rlu.-s —4—Í-—-1 3 1] 
1 1 —3 —4 


Ü 3 3 
P—-uvi— [0 1 115 P. 
0 0 4 


Most 4as4—1 választással 


3 0 3 3 
at [do 1-[ó 1 ! 
Ü 0 ú 0 


PF —u;vz; — 0, 


ÉS 


tehát a felbontás a 
2 3 
P.-uvítu vs c] -I0[1, —3, —41--ÍLÓTO, 1. I. 
l 0 
A felbontásban szereplő vektorok valóban biortogonálisak, mert 


2 
] z 243—-4- I; 
l 


3 
vu —[1, —3. aj — 3—3 — Ü; 


Fiu — [1. — a -a[- 


gt 


2 
11-—-1-1 — 0; 
1 


3 
vitt, — [Ő, 1, Jn z ]. 
Ü 


v:u, — [0, 1, n[- 
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4. Határozzuk meg az 


1 2-1 2 
2 §-2 3 
Az 1 2 -i-2 
0 5 0 3 


mátrix rangját minirnális számú diádra bontással. (Háromszögmátrixszá ala- 
kítással, if. delerminánsok segitségével már a 2. pont 13. Gyakorló felada- 
tában meghatároztuk a mátrix rangját.) 

Legyen kiinduló elemünk aus]: 


I 1 2-1 2 
2 2 4-2 4 
tv] — i fi, 2, -1,2] — 1 2-4 2íÍ" 
4) 00 00 
000 0 
,. 1010-il , 
A-unzig o 0 ol 
0 50 3 


Most a második sor második elemét választva, 


Ü 000 0 
, i ú —I 
UY; — 0 (0, 1, 0, — 1] — d ű Ü a 8 tl 
5 ü 5 ú —5 
ÉS 
0 0 0 Ü 
, ,. 00900 , 
A-n íg ag a oD 
0 0 0 E 


Az egyetlen, nullától különböző elemből indulhatunk csak ki: 


ü Üü ü 0 
gú 
Hy: — se ü, 0, 8] — , 


A" — ut z Ű, 


e 
ma 
po Ill vin. EE an) 
am 


tehát az A mátrix rangja p(A)s 3, mert minirnálisan hárorn diád összegére 
bontható fel. 
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5. Ellenőrizzük, hogy az alábbi mátrixnak minimális diádokra való egyik 
lehétséges felbontása a következő; 


1 1-2 I -2 
3 1-6 1 0 
1 2-5 -i 117 
2-2 1í! í! 2? 


ÍN, 1, — 2, 1, —2]-4 — 3, — 2, 3] - 


0 
10, 0, 0, 1, — 2]. 


—6 
0 (0.0. 1. 1. — o 


—§ 


[doch 
LEE 


1 0 

3 -2 
TIL. 1,—2,1,—214-f [IO 1, —3, —2. 31 
2 


—4 
Ü Ü 
-6 [90 0 
rk ü [9 : L. [, — 214 Ü [0, ü, ü, 1, —2] 
— T 
l ] —-2Z 1 hd ü 0 4 Üü 
3 3 -f 3 0 —-2 § 4 —f 
7Í1 I! —2 1 tlo 1 -3-2 a3[t 
2 2 -4 2 0 —4 ÍZ § —1I2 
ü 0 4 0 a ű 0 0 
0 0 -6 —ő [2 ü 4 ű Ü 0 
tivoa 0 a oltió a a a a[7 
0 űü —7 —7 14 ü ü Ü —Z 4 
l ] —2 1] 2 
üi 3 1-ú i! 4 
. di 2-5 —I1 1 
Z —1 l I Z 
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ó. Legyen A és B két medrendű négyzetes mátrix. Mutassuk meg, hogy 
Sp(A 4 B) — SpiAl-r5p(B). 


3p(A--B) — 2 (a-b bir) — Pp d p ba — SD(A)4-Sp(B). 


7. Legyenek A és B w-edrendű négyzeles mátrixok. Mutassuk még, hogy 
Sp(AB — SpíiBA). 


3p(ABi — 2 Ci 5 ZA vet]; 
írj 47 
Jpi(BAj — 2 Ch s 3 2 bura] 
De 
2 2 ük 32 Ci 4 
czért 


5p(AB]) — Sp(BÁ)]. 


LINEÁRIS EGYENLETRENDSZEREK 
VIZSGÁLATA 


I. LINEÁRIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDÁSA 


a! Az egyenletrendszer általános alakja és osztályozása. Lincáris 
ímás szóval elsőfokú) egyenletrendszernek nevezzük az 


ax diexXet es Fáyxa — bi; 


daaXi t ésaXa Tt e -F an a — ba; 


drtA1 tTűraXa rt r-s "tt diaXa Én 


alakú — ill. rendezéssel ilyen alakra hozható — egyenletrendszert, 
ahol ax; (/— 1, 2, ..., a) jelöli az ismeretleneket; a, (i— I, 2, ..., k; 
3—1, 2, ..., nr) ezek együtthatóit; b, (f— I, 2, ..., k) pedig az állan- 
dókat. ba a b, számok nem mind zérusok, az egyenletrendszer 
inhomogén; ha mind zérusok, akkor forogérn. 

Fogjuk fel az ismeretleneket egy 


Xg 
Xn 
xs [/ 


xx 


H 


oszlopvektor elemeinek, az együtthatókat egy Át típusú 
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mátrix elemeinek, végül az állandokat egy 


ba 
hb — ba 
Da 
oszlopvektor elemeinek; ezekkel az egyenletrendszer mátrix 
alakban: 
Ax —bk. 


Az A mátrixot az egyenletrendszer mátrixának nevezzük. 

Mint tudjuk, az egyenletrendszer megoldása minden olyan 
(E1, Ég .... Én] értékrendszer, amelynek értékeit a megfelelő isme- 
retlenek helyébe helyettesítve, az egyenletrendszer minden egyen- 
letére teljesül az egyenlőség. Ha azonban az egyenletrendszer 
egyenletei között vannak egymásnak ellentmondók, akkor az 
egyentetrendszernek nincs megoldása. Annak vizsgálata, hogy 
egy adott egyenletrendszer megoldható-e vagy scm, és ha meg- 
oldható, akkor egyetlen megoldása van-e vagy pedig végtelen 
sok, a legtöbb esetben elég hosszadalmas. Ezért először olyan 
módszert mutatunk, amellyel az egyenletrendszer — ha létezik 
megoidása — megoldható, ha pedig ném létezik, akkor ez a számí- 
lásokból kiderül. 


bd A Gauss-Téle algoritmus. Ha az egyenletrendszer inhomogén 
és minden együtthatója 0, akkor nem lehet megoldása, mert az 
állandók között van zérustól különböző, és ez ellentmondást jelent. 
Ha az egyenletrendszer homogén és minden együtthatója Ü, akkor 
bármilyen értékrendszer megoldása. 

Tegyük fel, hogy az egyenletrendszer együtthatói között van 
nullától különböző, és legyen ez éppen az, (ami az egyenletek 
felcserélésével és az ismeretlenek átszámozásával mindig elérhető). 


Vonjuk ki az első egyenlet met -szeresét a második egyenletből; 
11 


d . p.s ; ezi A 
- -szeresét a harmadik egyenletből és így tovább; végül Rét 
ii It 
szeresét a k-adik egyenletből. Az eredeti egyenletrendszer minden 


megoldása az így kapott egyenletrendszernek ís megoldása és fordít- 
va. Az új egyenletrendszer első egyenlete megégyezik az eredeti 
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első egyenletével; ebben szerepelnek olyan ismeretlenek, ame- 
lyek a többi egyenletben már nem fordulnak elő (a szorzás és ki- 
vonás éppen azt eredményezi, hogy x, a többi egyenletből 
eltűnik, de előfordulhat, hogy ezzel több ismeretlen 1í15 kiküszöbö- 
lödik). Legyenek ezek xi, Xa, ...., X,.i; ekkor az új egyenletrend- 
szer a következő alakú: 


dziXart dszXg-b -.. Faye eartge E, b din — bi; 


CarXrT ... TF Ügn Én — da ; 


CgpXW T ta. T Crna — ép 


Ha ennek az új egyenletrendszernek a (ÉL, Ces css, Ér— ds Örs res Ön) 
értékrendszer megoldása, akkor a (£., ..., Cn) értékrendszer meg- 
oldása az első egyenlet elhagyása után adódó, k— 1 számú egyen- 
letből álló 


CayXpt rt Égi Z da; 


CrX tes Hegy s d 


egyenletrendszernek. Ha iehát előbb megoldjuk az utóbbi egyen- 
letrendszert és a kapott megoldás (é, ..., €.h akkor az eredeti 
első egyenletből az 


a gay tajzazto taj ideg 7 bd 6 d an 


egyenlet adódik, amelynek összes megoldását megkapjuk, ha 
Xg. Xg, rrc Xeni -— az ún, szabad ismeretlenek — helyébe tetsző- 
leges számokat írunk, és az így adódó 


dixi ba — dizőz — 1 — AinÉn 


egyenletet megoldjuk Kezt megtehetjük, hiszen au-ü) Itt 
X.s Xps Xpr19 -a Xn AZ Ún. kötött ismeretlenek. 

Ezzel az eljárással az egyenletrendszer megoldását olyan egyen- 
letrendszer megoldására vezettük vissza, amelyben legalabb egy- 
gyel kevesebb egyenlet szerepel. Az eljárást folytatva, végül olyan 


egyenletrendszert üll. egyetlen egyenletety kapunk, amelyről 
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azonnal eldönthető, hogy megoldható-e vagy sem, és ha meg- 
oldható, akkor mi a megoldása; ezért ezzel a módszerrel minden 
egyentetrendszer megoldható, ha van megoldása, A most követ- 
kezőkben csak inhomogén éegyénletrendszerek megoldására szorít- 
közünk, homogén egyenletrendszerek megoldásával majd ezt 
követően foglalkozunk. 


Például 
Xxy-t X.—xyt xs 8; 
Zxyt X9—Xx.— xs 3; 
Xxot2x.4txs.—2xy— 0; 
Xp— Xh—Xxst53x, — 12 


csetén a, —Í 70, ezért az egyenletek átrendezésére nincs szükség. 
vonjuk ki tehát az első egyenlet kétszeresét a második egyenletből, 
majd az első egyenletet a harmadikból és negyedikből Jelöljük 
na továbbiakban csillaggal azt az egyenletet, amelyiket változat- 
lanul hagyunk, esetünkben az elsőt. Ekkor: 


xtx.m Xgt xy — 8; () 
—xst x4—dx, z — 13; 
X.t24x.—öx, z —B; 
— 2x. H42x4, — 4. 


Hagyjuk el az első egyenletet; a megmaradó három egyenlet 
közül az elsőt adjuk a másodikhoz, majd az első kétszeresét 
vonjuk le a harmadikból : 


—xXx.t x—jx, s —13; (kx) 
3x.—6bx, — —2l; 
—2x.t8x z 30. 


Hagyjuk el ismét az első egyenletet, a másodikat egyszerűsítsük 
3-mal, a harmadikat 2-vel, ekkor 
Xg—2x,s — 7; 


(3) 
— x.táx — 15. 
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Az első egyenletet hozzáadva a másodikhoz: A szóban forgó elemi átalakításokat elvégezve, 


2Zxsö. 
Xa (3) 1 1-I 1 8 Il 1-EI I 8 
Ez az egyenlet megoldható, egyetkn megoldása: B — 2 1] —-1]-13 0 —I1 b —3 —I3 
— Mi 2 I 620 0 1 2-3 -g[/ 
x. 4. 
] —] —] 3 12 ú —2 Ú 2 4 
Most visszafelé haladva, az elhagyott (és csillaggal jelölt) egyerdetekbe 
rendre visszahelyettesítünk : l -i I a 1 —-t I 8 
Hi 0 —] ff —3 —13 0 —i ft —3 —13 
xy — —742x,— —148— I; 0 0 3-6-2ZNI 10 0 ií-2 —-7Í" 
Ü — - 
x, — 13-4x—3x, — 1341—12 — 2; 0-2 8 030) I0 0-I 4 I5 
l il —1 l 8 j 
XI ha Xat Xs X4 a 2--1 3 a I I -3 -13 
Az egyenletrendszer egyértelmű megoldása tehát az xy—3, x,— 2, 0 4ú 1]—-2 —1[ 
x:— 1, x.74 értékrendszer. 0 0 ü 2 Hi 


AZ ismeretlenek sokszori leírását megtakarilhatjuk, ha csupan 
az egyenletrendszerben szereplő együtthatók és állandok írásara Az új, ún. redukált egyenletrendszer tehát 
szoritkozunk, mátrixos írásmóddal. 

Jelölje A az eredeti egyenletrendszer mátrixát, B pedig az egyei- 


letrendszer kibővítert mátrixat, amelyet úgy kapunk, hogy az mrtazzxadt x4— 58; 
együtthatómátrixot egy €r-k1)-edik oszloppal, a jobb oldalon 

álló állandók oszlopával kibővítjük. Az egyenletrendszer soraival —Xetxg—3x, — — 13; 
végzett egy-egy művelet a kibővített mátrix egy-egy elemi áti 

alakításának Telel meg. Olyan elemit átalakításokat végzünk, x9—dx4 — — 1, 
amelyekkel az ay elemet tartalmazó főátló alá zéruzsokat hoz- I 

hatunk be. Ha az említett főátló alatt csupa zérus van, az átalaki- 2x, s 8, 


tást befejeztük, és a kapott mátrixból az új egyenletrendszer 
felírható, mely megfelel az előbbiekben ( 3 )-gal jelölt egyenletek- amiből az ismeretlenek értéke már könnyen kiszámítható, és 


ből adódó egyenletrendszernek. o . . , ezek megegyeznek az előző megoldásban kapott értékkel. 
Előző példánk megoldását most ezzel az írásmóddal megísiné- — Második példaként oldjuk meg az 
teljük. A kibővített mátrix: 
3 (41 Ig Xx—8x5t9xg, s —32; 
. 2 1 —I -I 3 2x1— Xot3x, za —l; 
Bzl1 2 ao -2 o[/ KN i 
1 —-1-1l 312 Xy-t2x9— xy, — 12 
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egyenletrendszert — most már rögtön mátrixos írásmóddal, Mivel 
a 70. tehát a Gauss-féle algoritmus azonnal elkezdhető: 


l —8 9 —32 l —ő5 g —32 
Bs 12 —-4 3 —-If-6 d í15 —15 06345 
l 2 —l 12 0 10 —]ú 44 
] —8 9 —32 
s 10 15—]§ 63 


0 0 ü 2 


A redukált egyenletrendszer : 


XI BX2 Tt Ü3g — — 32; 
ü7- 2. 


Az utolsó egyenlet ellentmondást tarialmaz, ezért az egyenlet- 
rendszer nem oldható meg. 
Harmadik példaként oldjuk meg a következő egyenletrendszert : 


—Í; 


X-4Xxot2xg hez lt: 


Xan TT XAgT Xg — 


2xX1 — 3Xg — Xa— 5Xg - — 7; 
3x,—7x,t X.—9x, — —8, 


Az egyenletrendszer kibővített mátrixa : 


0 1 -I -t e f—-4 2 0-I 
I -4 2 0 cili [o 4 —i —I —I 

B—-(2 3 jos oj "lo 5-3 -s5-s 
3-7 1-5 gs] lo s5-s5-s5-s 
1-4 2 0 —I 
ú 1 —] —i] —]1 

—10 a a 0 0[7 

0 0 0 0 0 
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ezért a keresett redukált egyenletrendszer 
x—4dx.t2xs -- l ; 


An FL E see x, 7 —l]. 


A négy ismeretlen kiszámításához csak két egyenletünk van, 
ami azt jelenti, hogy két ismeretlent szabadon választunk. Ha 
ezek pl. xa és xy, akkor a második egyenletből 


X. z Xxytx4—l, 
és ezt az első egyenletbe helyettesítve, 
xy, — 4(x;4x.—1)—2x5—1 — 2x4-k4x,—5. 


Az egyenletrendszer megoldása tehál xy — 2x5t4x4—5; 
x, — Xgtx4— [; xs. és x4 tetszőleges, Vagyis végtelen sok érték- 
rendszer elégíti ki az eredeti egyenletrendszert. Egy ilyen érték- 
rendszer pi. xa— 2, x,—- 1 választása esetén 

xps 4, X.sz, X4—2, xzl. 

Példankban xz és x, helyett másik két ismeretlen tetszőleges 

megvalasztása mellett í5 dönthettünk volna. 


c) A mepoldhatóság vizsgálata. Az egyenletrendszer megoldásá- 
nak megkisérlése nélkül is eldönthetjük, hogy egyáltalán megold- 


ható-e vagy sem, ili. hogy hány megoldása van, a következő tétel 
alapján : 


Egy Hneáris egyenletrendszer akkor és csak akkor oldható meg, 
ha mátrixának és kibővített mátrixának a rangja megegyezik: 


u(A)— et B). 


Az első péidában szereplő A és B mátrixok rangja — mint azt 
az átalakított B mátrix utolsó alakjáról könnyen leolvashatjuk — 
egyarant 4, így első cgyenletrendszerünk megoldható. 

4 redukált egyenletrendszert ui. a kibővített mátrixon végzett 
elemi sorátalakításokkal kapjuk meg. Ily módon a B utolsó 
oszlopában álló elemek — amelyek nem elemei A-nak — nem 
kerülnek kapcsolatba A elemeivel, tehát nem befolyásolhatják A 
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rangját sem. Az átalakított B mátrix utolsó oszlopát elhagyva, 
valóban az A mátrix átalakított alakja adódik. 

A második példában szereplő együtthatómátrix rangja 2, hiszen 
determinánsa 








1-8 9 
jlAl a (2 —1 3170, 
l 2 —I 
de van olyan másodrendű minormátrixa, amelynek determinánsa 
nem 0, pl. lá - -i 2 — —5--0; a kibőviltett 
i 2 —I 
1 —-8 9 —32 
B—- Í2 -1 3 -Il 
1 2-1] 1]2 
mátrix rangja pedig 3, hiszen pl. a 
ij —8 —32 l —8 —32 
detí2 —1 -—-1[-]j]2-—-1 —-—11— 30 70; 
! 2 12 1 2 12 


mivel e(A)zeíB), ezért az egyenletrendszer nem oldható meg. 
Harmadik feladatunkban a kibővített mátrixhoz hasonló utolsó 
mátrix; 


h—-4 2 0-I 
0 1 —1—1 —I[/ 
0 0 0 0 0[/ 


0 6 0 0 0 


ennek alakjáról könnyen látható, hogy o(4)— 0(B)—2, mert pl. 
az A és B mátrixban egyaránt szereplő 

] —4 
ü 1 


másodrendű aldetermináns nem zérus, minden magasabbrendű aldeter- 
mináns viszont Ű, hiszen a két utolsó sorban csupa Ű elem áll. 
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Ebey megaldható Tinedris egyenletrendszernek akkor és csak 
akkor van egyértelmű megoldása, ha mátrixának rangja megegyezik 
az ismeretlenek számával, vagyis ha 


0(A)—0(Bj—n. 


Első példánkban ez a feltétel teljesül: r—0(A)— o(Bi:-4, 
ezért az egyenletrendszernek van egyértelmű megoldása. Har- 
madik feladatunkban o(4)—oeíB]—2, nmz4 volt, ezért nincs 
egyértelmű megoldás. 

Ha egy megoldható lineáris egyenletrendszer mátrixának rangja 
kisebb az ismeretlenek számánál (vagyis o(A) — o(B)-m), akkor 
végtelen sok megoldása van és a megoldás során n—o(A) számú 
ismeretlen szabadon választható meg. Ezek a szabad ismeretlenek, 
a többi ismeretlen — a kötött ismeretlenek — a szabad ismeretle- 
nekkel fejezhető ki. 

Harmadik példánkban n— o(A) — 4—2 — 2 volt, ezért választ- 
hattunk meg két ismeretlent szabadon. 

Egy konkrét ismeretlen egyik megoldásmenet folyamán lehet 
kötött, másik megoldásmenetben szabad. A lényeg az, hogy 
var-e, all. hogy hány szabad ismeretlen van. 

Megjegyzendő, hogy nem minden esetben választható bármelyik 
ismeretlen szabad ismerettenként — előfordulhat ui., hogy a meg- 
öldásrendszerben egyes ismeretlenek értéke egyértelműen meg- 
határozott, és a többi ismeretlenek között is fennállhatnak olyan 
összefüggések, melyek valamelyikük értékének megválasztása 
csetén mások értékét már meghatározzák. A konkrét egyenlet- 
rendszerről általában könnyen leolvasható, hogy melyek azok az 
ismeretlenek, amelyek szabad ismeretlenként választhatók. 

A o(lAl—n eset nem fordulhat elő, mert egy mátrix rangja 
nem lehet nagyobb, mint oszlopainak száma. 


di Népgyzetes mátrixú egyenletrendszerek speciális megoldási móid- 
szerei. Ha a fneáris egyentetrendszer egyenleteinek és ismeretleneinek 
a száma megegyezik (k—n, vagyis az egyenletrendszernek négyzetes 
mátrixa van), akkor az egyenletrendszer egyértelmű megoldá- 
sának szükséges és elegendő feltétele, hogy mátrixának a determi- 
nánsa ne tegyen nulla Ha IÁlÁO, akkor AT! létezik, és az 
Ax sz b egyenletrendszer megoldása: 


x— A tk. 
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A megoldás felírható determinánsok segítségével 


— JA] 
A, TAI (zi 


alakban is, ahol JA! jelenti annak a mátrixnak a determinánsát, 
amely az egyenletrendszer determinánsából úgy keletkezik, hogy 
az f-edik ismeretlen együtthatói helyébe az egyenletek jobb oldalán 
álló számokat helyettesítjük. Ez az általános Cramer-szabály. 
Meremlítjük, hogy egyes esetekben az együtthatómátrix SZer- 
kezetét vagy az egyenletrendszerben mutatkozó szimmetriát ki 
használva, lényegesen rövidebb megoldások is találhatók. 


—-— 1, 2, ...g 4) 


Gyakorló fcladatok 
1. Oldjuk meg a következő egyenleirendszerti 


Xp—- Xpt X7di — 7; 


xr—2xat3xy— dx, — 19; 
JxitáArz — zt éx, z — ü; 
— dent x.t2ryt x,y, 5 —2 


at Gauss-féle algoritmussal ; 
b) inverz mátrix segitségevel; 
c) Cramer-szabállyal. 


a) Adjuk hozzá az első egyenlet (— 1)-szeresél a második, (— 3]-szorosát 
a harmadik, (33-szercsét a negyedik egyenlethez, ekkor 


XL7 ALT X2z— AjX4 — r (4 
—xetBrim— xyz IZ; 


TXa— 4x4 d- l Íxa — 30; 


1] 


Xs dx; 9X4 — 12. 


Hagyjuk el az első egyenletet, majd adjuk hozzá a mégmaradt első egyenlet 
7-szeresét a másodikhoz és 1-szeresét a harmadikhoz, így 


— gy-téxa— xs 12; (x) 
10x.-4Háx, — 54, ill. 2-vel egyszerűsítve: 5.ra-- dx, — 27; 


6x1—úxy ze d4, ill, 6-tal egyszerűsítve x— 4, — 4. 
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ezért az egyértelmű megoldás feltétele, 
determinánsa ne légyen 0: 


Hagyjuk el ismét az első egyenletet, és a megmaradó első egyenletből ki- 
vonva a második egyenlet ötszörösét 
1x4—T, 
amiből 
Az utolsó egyenletnek egyértelmű megoldása van, így az eredeti egyenlet 
rendszernek is, mégpedig: 
X4 zi l, 


xy —dáxiz 5; 


X, — 2x9—x.—Í[27 10-1-125—3 
X4 — x.—xat da 47 365337 — 2. 
b) Írjuk fel a megoldandó egyenletrendszert 


Axzb 


alakban, ahol 


1 —I l —3 
I —2 3 —4 
Azl 3 4-r 25" 
—2 d 2 l 
Xi ri 
x- Xg gb — 19 
— Xa CS -— -g 
X 4 —-2 


Az egyenletrendszer egyenleteinek és ismeretleneinek a száma egyaránt 4. 
hogy az egyenletrendszer mátrixának 


]l -I l —3 Il —I l —3 
Als h-2 3-4] [f0-I 2-1 
3 4-I 2] [d 7-4 1] 
-2 3 2 I] b il 4-5 
-1 2 6-1 —-1 2 -I 
—] 7 —4 1lfj—-I 0 10  4[l1— —(—60—24) — 84 x 0: 
ll 4 —5 Ű ú§ -—-6§ 


tchát van egyértelmű megoldás és ez 


xzáA"!b. 
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Az A! mátrixot elémi sorátalakítások segítségével számítjuk ki (I. a II. 13 5 1 
fejezet 1. d) alpontjában. I — ——- 0 — 
6 6 6 
1-1 1 —-31fERO 0 0 I 0 0-3 8 4, 2 
3 4-i 21100 1 047 " 
ú ü 1] -I1 1 1 l 
-2 3 2 illo o ol sz Log 
1-1 4 —3 1 0 0 0 do 32 I 10 
0-1 2-II[-I1 100 84 84 14 B4 
— 10 7-4 úÍI[1-3 0 1 0[57 28 26 3 0 I6 
Ú 1 4-5 2001 — B4 0 B4 4 054 
42 24 1 0018 
1 0 5 B 30ú 0 1 1 8 Ű 0 gi Ba íz 3 
0 0 6-6 I 10 1 m49 19 0 ja ő 
—lo o -32 4611—-17 ő t —-7Í"7 ú Ú I 9 56 46 4 
0 1 4-5 200 1 0 0 0 4) gy 34 j4 34 
710 32 40 10 
ezé 3906 ! BH TÉNYÉT 
ü 1 4 —5 ll 0 0 1 cehát 
10 0 6 —ő 1 10 117 28 26 3 16 
0 0 —32 461i1-17 0 1 -7 (84 84 d4 84 
3 0 0 1 42z J4 UI 018 
1 ü 5 —-8 2 oo lg 94  B4 d4 84 
0 1 0 4-5 jé - 
maz 0 0 ) 1 l l o 1 [/ 536 44 I 4 
Ú 0 —32 46 a 6 6 B4 834 14 8§4 
-Ii7 ü Il —-7 70 37 d 0 0 dő 
84 84 14 84 
13 2.5 0 2 Ezért a kercselt megoldás : 
6 6 ő —28 76 18 —16 7 
8 2 ks 1] 42-24 6 0 I8ÍT 19[/ 
10 0-3 —-— o - zá tbe gz[-s6 46 6 0 4f1-9[7 
níd0 1 0-1 ha —-70 32 6 -I0iÍ[L-2 
0 0 1 -i 1 Ig 3 168 2 
0 0 0 14 6 6 6 — 1f-2521 [-3 
70 32 ; 10 sal 420 c Hi 
6 Fi - 44 l 


vagyis x— 2, xy — —3, xs 5, x,— 1, mint azt az előbb ís láttuk. 
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cl Az egyenletrendszer determinánsáról már láttuk, hogy [Aj—84-0, 
igy egyértelmű megoldás van. A Cramer-szabály szerinti megoldáshoz még 
négy negyedrendű determináns kell. Ezek: 





7-I I —3 Il § 7-3 hg 3 
19 —2 3 -4 II 10 II —-4 
Del 9 4-4 2ls[os-2os zj7l1l 19 H[-— 168: 
-2 3 2 I o o a al 1797475 
I 7 41-36 1-5 1 7-3 ; a 
( 19 3-a4l 1-7 ti call 1? ! 
DzI 4 .9ei 7 7 2s as alzd-7 HI 0 11[-—252; 
-2 -2 2 1 0 0 0 I 1-3 —3 
1-1 7-3 LL 6 60 0 MA 
1 —2 19 —4 1 —-] 12-i -i I2-i 
Ds5-] 3 4-9 2 3 7-3 ul7 [7739 117829 
-2 3-2 TI -2 d 12 .-5 Il 12-53 
1 -i 1 7 IL 6 0 0 
1-2 3 19 P-1 2 AD 924 ól hgy 
BET 3 4-I -9 3 7-4 —30jő[ pt 
-2 3 2.-i] [-2 1 4 12 
legy a keresett ismeretlenek 
D, 168 D,  —252 
Xp — —— — — sz Z, X, — — s —  z —),; 
Bá 84 84 84 
Da 420, D, 84 
"n Ez — —miam . ÁÁ, EZ ——— - "e— - 
ta ga ga Tt gy 84 


Összehasonlítva a háromléle megoldást, világosan látszik, hogy a €auss5- 
féle algoritmus igényli a legkevesebb számolást. 


Vegyük észre, hogy ha a Gauss-féle algoritmust az egyenlet- 
rendszer kibővített mátrixán végzett fokozatos elemi átalakítások- 
kal hajtjuk végre, akkor nem csupán a redukált egyenletrendszer- 
hez jutunk el, hanem egyúttal az egyenletrendszer mátrixát há- 
romszögmátrixá alakítjuk át, amelyből rangja közvetlenül leolvas- 
hato. 
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2. ÖOlöjük meg a kövétkező egyenleirendszeri : 


xit Xat xstxit xs bh; (xx) 
—xybtixit 45—X—2x, — —23; 

x0—3Xkst5xy—xr— xs 14; 

2Xxi-K Xa-t xa-kajtlepe 933: 
— 36 —dx,— Xxp—Xp— Xs ű. 


A (eladatot a CGauss-féle algoritmussal oldjuk meg. Hozzáadjuk az első egyen- 
letet a másodikhoz, az első egyenlet (— 1)-szeresét a harmadikhoz, ( — 29-sze- 


resét a negyedikhez, 3-szorosát az ötödikhez, majd elhagyjuk az első egyen 
letet. Ekkor 


3xytix; — xs —[/; 
—ád4x,táx.—3xr,—2x,— B; 
—x;,— X— xyt o xssz o II; () 
— eatixytőx,tőx — 18. 


Most a harmadik egyenlet 3-szorosál adjuk hozzá az első, ( — 4)-szeresét a má- 


sadik és (— 1)-szeresét a harmadik egyenlethez, majd clhagyjuk a harmadik 
egyenletet. Ily módon a 


— X.—-3x tét, E 16; (4) 
Bxat 2x.—ba, —— dó; 
3X.t 3i4t Az E 7 


egyenletrendszerhez jutunk. Hozzáadjuk az első egyenlet 8-szorosát a máso- 
dikhoz, háromszorcsát a harmadikhoz, majd elhagyjuk az első egyenletet. 
Így 


— T2x.tlÜxy - 92; 
— úx1t ix — 55. ( 
A másciHik egyenlet (— 11)-szeresét az első egyenlet 3-szorosához adva, 
— 4ATx, s —329, 
amiből 
Xxzf. (8) 


Az egyenletrendszernek tehát egyértelmű megoldása van. 
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A többi ismeretlen az elhagyott (csillaggal jelölt egyenletekből számítható 
ki fokozatosan: 


1X5—55 - 
ra — 
x,— —dx,t2x-lőó— ll; 


44 E —i; 


X, 5 —Xh—X4—X—It — d; 
Xi s 6—X.—X4—X.-Xg s 4, 
3. Oldjuk imeg a következő egyenleirendszert : 
Xx.83r.hxg— x,z 7; (xx) 
Zx.t5x.—xgtőx, s 22; 
3xy4-Bxz-rtxh— Ax, s 24. 
1. Megaldás: 


Vonjuk ki az első egyenlet 2-szérését a másodikból, és 3-szorosát a harma- 
dikból, majd hagyjuk el az első egyenletet. Ekkor 


3. 


— Xg — 2xat2x, 
Most az első egyenletet vonjuk ki a másodikbel, így 


X4— vi zös ő ÉG ] 

A most kapott égyenletről látható, hogy megoldható és vegtelen sok meg- 
oldása van, mert az egyik ismerétlen — pl. x, — szabadon választható. A többi 
isrnerellen ekkor már egyérielműen meg van határozva, mégredig ha x-z, 
akkor 


II 


x. —m dx—5 s 26—35; 
xx — —3xstáx. 85 ——6rt 154418 — —2r4 7; 
X — —3x4—xstaa tt? — 6r—21— 211 5--r4 7? — 51— 58. 
Féldául —0 értékhez az x, — —3, x.—7, x,  —5, x.— 0 megoldás tartozik. 


A szabadon választható ismeretlent nem fontos új betűvel 
jelölni, mi ezt csak a hangsúly kedvéért tettük, és tesszük a továb- 
biakban is. 
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HIH. Megoldás: 


A második egyenletet hozzáadjuk az elsőhöz, utána a harmadikhoz, majd 
éelhagyjuk az első egyenletet. Ekkor 


jx, tBx.-tx, z— 29; ( §) 
3x.t13x,tx, — 46. 

Kívonjuk az élső egyenletet a másodikból, akkor 
2x1-t5xy, — 17, f(x) 


És ez az egyenlet megoldható, mégpedig végtelen sok megoldása van, hiszen 
az egyik ismeretlen — pl. x, — szabadon megválasztható. A többi isrneretlen 
akkor már égyérielműen méghatározott: 


17 5 
xx E 7—-— Xg; 


2 2 


7 
Jax, tőx;rtx, — 29 egyenletből x, — 77 Xat 


2x4-t5x,—x.t2x, s 22 egyenletből x, s 2— x.. 
Ha pl. x.—7, akkor 
xx, 7—97 xzzf; xx, —5; x 50, 
és Így éppen azt a megoldást kaptuk, mint az előbb az x,—0 választással. 


Mivel a négy ismeretlen bármelyike választható szabadon, 
az egyenletrendszer megoldása négyféle alakban írható fel, A meg- 


öoldások egyparaméteres sokaságot alkotnak. 
4. Oldjuk imeg a következő egyenletrendszert : 
jxit X2r— 6r— X4— xmp 73; ( 4] 
2x1-t2xe— 4x.t3xyt öm 5: 
4xi-t xa— ÖXxatt o xyt o x— 5; 
— xtőxyt 2x.t-2xot 2x,—  ; 
— szt dot h0x.-t úx. 41229 — 1. 


A legkisebb együtthatók xz oszlopában szerepelnek, ezért célszerű a Gauss- 
(éle algoritmust x, kiküszöbölésével kezdeni. Adjuk hozzá az élső egyenlet 


219 


( —2)-szeresét a második és negyedik egyenlethez, £— 14-szerését a harmadik, 
( — 4)-szeresét az ötödik egyenlethez, majd az első egyenletet hagyjuk el. Ekkor 


— daxi-k Bxzt 5x4-t 8x;——I; 
x.— Zxit 2xat 2x.— Z; (xx) 

— Txtld4ocst 4a-rt dxcs——5; 

— 17x1t34x5-10x.t lőx, —— ll. 


Most a második egyenlet segitségével az xi ismeretlent küszöböljük ki, Adjuk 
hozzá a második egyenlet 4-szeresét az elsőhöz, 7-széresét a harmadikhoz, 
17-szeresét a negyedikhez, majd hagyjuk el a második egyenletet : 


13x,tlőx, — 7; 
l8x,-t 18.x, Ez 1. 
d4x,-4 5Ür, — 23. 


(1) 


Vegyük észre, hogy xyven kívül xs, is kiküszöbölődött. Ez arra ulal, hogy 
xy és x, nem számítható ki külön-külön, csupán a közöttük fénnálló kapcsolat 
határozható majd meg. 

Egyszerősítjük a második egyenletet 9-cel, majd hozzáadjuk ( — 81-szorosát 
az első, (— 25)-szörösét a harmadik egyenlethez; így 


(4) 


—3x, ——-lI; 
-Öx, s — gl. 


Mivel a második egyenlet az elsőnek kétszerese, pl. a második elhagyható, 
és ez a megoldhatóságot nem befolyásolja. A megmaradó első egyénleét (és 
ezzel együtt az eredeti egyenletrendszer ís) megoldható : 


1 
X4— 


3 
ezt a Zxaet xs 
l 
XL E ri , 
x. És x4 kiszámított értékét az előző elhagyott (és csillaggal megjelölt) egyenletbe 
helyettesítve, az 


I egyenletbe helyettesítve, 4--2x, — 1, amiből 


l 2 


egyenlethez jutunk, amiből 


X.72Xg m ]. 
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Láthatjuk, hogy xi és xy értékét valóban nem tudjuk külön-külön meghatá- 
rozni. Annyit azonban tudunk, hogy az egyenletet olyan és csak olyan x4 és 
xa Értékpárok elégítik ki, amelyek közül az egyik szabadon választható, de 
amelyekre xy—Zxa — 1 teljesül. Ebből következik, hogy ha az égyénletrend- 
szernek van megoldása, akkor első elhagyott (csillagos) egyenletben sem szere- 
pelhet x, és xs külön-külön, hanem az x,—2x, kifejezés valamilyen állandó- 


szorosa léphet fel csupán. Valóban: az első egyenletben a helyettesítést el- 
végEZVE a 
li 1 


3tx—- Ty z43 


egyenletet kapjuk, arniból 
l 


Ma Ft —. 


Ha pl. Xg-rt válaszíjuk szabadon, legyén pl. x,— 7, akkor az egyenletrendszer 
megoklása 


x I ;, i l 

— — d 2 —- f] X — — kh ) me 
"2 . bt 3 6 

. Figyeljük meg, hogy (az előző feladattal ellentétberú itt nem függ minden 
ismeretlen a szabadon választható ismeretlentől, sőt x,, X4 És xz nem is választ- 
ható szabadon. 

Hogy szabad ismeretlenek eselében c két lehetőség melyikével állunk szem- 
ben, azt előre nem tudjuk megállapítani, ugyanis (mint az könnyen kiszámol- 
hatál ieladatunkban o(Alz- pi —4, az ismerellenek száma 5, Így csupán az 
derül ki, hogy 5—4 — I ismerellen válaszíható szabadon, 


xi — 1--23t, Xs 


5. Adott a következő egyénletrendszer: 
xtxst x4—x4— 4; kW) 


X—-Xit xytx,- §; 


6. 


j) 


Jt xx. jx. 7 Na 


a) Állapítsuk meg, létezik-e megoldás, ill. hány megoldás létezik. Ha vég- 
telen sok megoldás van, akkor hány ismeretlen választható szabadon? 
bd Ha létezik megoldás, akkor határozzuk meg a Causs-féle algoritmussal! 


aj Meghatározzuk az A együtthatómátrix és a B kibővilett mátrix rangját. 


I 1 1 —-I 4 I 1 1 —1t 4 
BzÍ1-I 1 I Tb s 2 41. 
3 4 3 —I 16 0-2 0 2 4 
I 1 I —-I 4 
-[o-2 2 a. 
0 00 00 
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Az utolsó mátrixról már látszik, hogy az elemeiből képezhető legmagasabb- 
rendű nem zérus értékű determináns másodréndű, pl. 
1 1 — —2 a Ű, 
0 -2 





és mert cz az A és B mátrixnak egyaránt aldeterminánsa, ezért p(A)— o(B)— 2. 
Hz azt jelenti, hory az egyenletrendszer megoldható. Mivel az ismeretlenek 
száma 4, így végtélen sok mégoldás van, mtgeredig a szabadón választható 
ismeretlenek száma 4—2 — 3. 

b! Adjuk hozzá az első egyenletet a másodikhoz, majd (—1)-szeresél a 
harmadikhoz: 


Z2x.-rttxga sz EZ; 
éxyt 2xa -— 12. 


A két azonos egyenlet közül az egyik elhagyhailó, a másik megoldható, 

mégpedig — pl. xysat xsgyel kifejezve — ; 

xy s 0—Xxi, Éx) 

ahol x, szabadon választható, legyen pi. s. Visszahelyeltesítve az elhagyott 
egyenletbe, 


Htx.t6—4—x, s 4, 
amiből 
XX 2. 


Itt ismét szabadon választhatunk egy váliozót, legyen ez pl. xsze, ekkor 
xa - v—2, és így az egyenletrendszer megoldása 
XLEMN; XX 5 48—2. xi7- 6—u;, Xxy5EG, 
anol s és v egymástól független fetszüleges értékek. 
A megoldások most kétparamétercs sokaságot alkotnak. Például az s—l 
és us ] értékhez tartozó megoldásrendszer : 
E E; x-l. 


xs—-l1l; xy5ss5$; 


6. Tekinisük a következő egyenletrendszert 
Xv— 2x.-t3xr— xt2x sz; ( x) 
3Y1— XrtőXar já — 4 6: 

Zxit xzt2xh—2xi— dx, — 8. 
a) Oldjuk meg az egyenletrendszert a Gauss-lélic algoritmus segítségével. 


b) Vizsgáljuk a megoldások létezését, ill. számát. 


té4 


a) Hozzáadjuk az első egyenlet (—3)-szorosát a másodikhoz, (—2)-szeresét 
a harmadikhoz, majd elhagyjuk az első egyenletet. Ekkor 


5x2—4x.— ix, — 0; 
53x4—4dxs—7xy — 4. 

Ha kivonjuk az első egyenletből a másodikat, a 
07-7—4 


ellentmondást kapjuk, czért ez utóbbi és vele együtt az eredeti egyenletrend- 
szernek nincs megoldása. 


b) Átalakítjuk a kibővített mátrixot. 


1-2 3 —] 2 2 1-2 3-I Z 2 
23-i 5 -34 -I ]-] 5 —4 0 —7 Ü[- 
2 1] 2 -2-3 8 0 5-4 Ü -7 4 
[1-2 3-1 2.2 
-] 5-4 0-1 1]. 
bh Ű Ú 0 ÚÜ 4 


B-ből képezhető harmadrendű, nem zérus determináns: 


-i Za: 
0 —?7 Üüj 7 28; 
ű ü 4 


A-ból azonban nem képezhető harmadrendű, nem zérus deterimináns, csupán 
másodréndű, pl.; 


I 2 a 

0 5 

Tehát o(AlsotB), vagyis az egyenletrendszernek nincs megoldása. 
7. Megoldandó a következő egyenletrendszer 


XP 2x4-t 3Xa 


( 
mtőöxstőxs s 


pl. 
mr 


3x,— xp-—-dx,— ii; 


dx.-H2x.— xs 1; 


s — 
- 


54 Xs rb Xa E 
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Kettővel több egyenletünk van, mint ahány ismeretlenünk. Ekkor vagy lég- 
alább két egyenlet felesleges, mert a többi következményé, vagy pediE áz egyen- 
letek között ellentmondók vannak. Előre megállapítani azonban, hogy melyik 
eset forog fenn, ill. hogy melyek a felesleges egyenletek, az sok — teljesen 
felesleges — számolással járhat, a CGauss-téle algoritmus végrehajtásához 
azonban nincs is tá szükség. 

induljunk tehát el a Gauss-féle algoritmussal. Adjuk hozzá az első egyenlet 
(— 1)-szeresét a második, (— 3)-szorosát a harmadik, ( — 9)-szeresét a negyedik, 
(— 5)-szörösét az ötödik egyenlethez, majd hagyjuk el az élső egyénletet. Ek- 


kor 


— 16x.—28xs, s —8; 
HR d.e l4áxa — — d 


Most az első egyenlet 7-szeresét a másodikhoz, a 16-szorosát a harmadik- 
hoz, §-szorosát a negyedikhez adjuk, így 


Xa mm —- 2; 
4xa — cü; 
2xa ——4. 


Ez utóbbi egyéntetrendszernek (amely lényegében egyetlen egyenletet jelenti 
egyetlen megoklása x, — —2, ezért az eredeti egyenletrendszer ís egyértelműen 
megoldható, mégpedig megoldása 
X.5—Z; 
az xst2x. z 0 egyenletből x— d; az xt2nt ri — 0 egyenletből x, ——I. 
Az algoritmus második lepéséből az i5 látszik, hogy az eredeti egyénletrenü- 


szer első, második egyenlele és az utolsó három egyenlet eryike elegendő a 
megoldáshoz, a másik kettő felesleges. 


8. Keressük meg az 
xit3xt úx,— 2; (ax) 
Zxit7xetl3xi— 2; 
—3x1—5x2— 3x— 7: 
xitixit 52 — 2; 
jxaybtöxst 34— 2 


egyenletrendszer megoldását! 


224 


leírásával jelezzük. Az egyes lépések a 


Adjuk hozzá az első egyenlet (— 2)-szeresét a 1 
. i j másodikhoz, 2-szeresét a 
harmadikhoz, (— í9-szeresél a negyedikhez, ( — 5)-szörösét az ötödik hez. Ekkor 


Xs Xg5—Z2; 
xyt 9xzz o 0 Ó6; 

— xyz ő 0; 
—7x,—29a, — —8. 


A harmadik egyenlet szerint x.—0. D l Í 
1— Ú. De ezt visszahelyettesítve a me j 
három egyenletbe, az " maradó 


Kr — ag 
Xg — ú, 
—7xg z —§ 


egyenktekhez jutunk, amelyek elientmondanak egyraá : . 
1 snak, ezé 
egyenletrendszernek nincs megoldása. b rt az eredeli 


Durva hibát követtünk volna el, ha arra hivatkozva, hogy több 
egyenletünk van, mint ahány ismeretlenünk, önkényesen elhagy- 
tunk volna két egyenktet, 

Ugyanis pl. az első, második és a negyedik egyenlet mint egyen- 
lelrendszer egyértelműen megoldható (xoz8, x,— — 2, xs 0 
de ez nem megoldása az eredeli egyenletrendszernek, hiszen nem 


elégíti ki összes egyenletét. 


9. Határozzuk meg az 


x— xb o x— 4; 
Xi t2xs-k Ag — 13: 
Zxytáx.t-2x — ző; 


doit 5xztáx, — 43 


egyénlelrendszer mégoldását, ha ilyen lérezik!? 


A Csauss-léle alporitrnus lépéseit most már csupán a kibővített mátrixok 
mátnixokból könnyen lenlvashatók. 


1 -ti I! 4 1-1 4 o 4 1 -t 1 4 
gal! 2 E BI [9 4 0 : ; 3 0 9 
2 4 2 26 d 6 0 I8E fú 0 ü 0 
4 5 a 43 ü 9 ü 27 d 9 0 0 
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Az utolsó mátrix alapján a redukált egyénleirendszet : 
Xi —— Xa -- XKz — d ki 
3Xg T a, 


Ez azt jelenti, hogy x.— 3 és vagy xi, vagy xs szabadon választható. Legyén 
ez pl. xz, akkor x, — 4tx.—xa s 7—x,, és így az egyenletrendszer meg- 


üldása 
Xi — Te Xs, XA. 


10. Keressük meg az 
Xpt Xa tá4x, — 3; 
Ka Kg H3X, E 1; 


9, 


Hi 


XL 2Xs kk 3X47 3Xa 
3X17 X.tá4x, - 


eryenletrendszer megoldását! i 
Most is csupán a kibővített mátrix átalakításainak leírására szorítkozunk. 


ll I Ü€ 4 3 1 1 € 4 3 1 d ü 4 3 
ü 1-1 3 1 ú 1 6-1 3 1] ü 1-1 3 1 
Ú 


B-Í(j 2 3 os oh"lo-3 3 -g-3É"loo 0090 
34-i 4 o si l1o-4 4-I2-a4] 100 000 


Látható, hogy e(A)—o(B)—2, tehát az egyenletrendszer megoldható, és az 
ismeretlenek száma 4 lévén, 4—6(A) — 2 ismeretlen szabadon választható. 


A kapott redukált egyenletrendszer 
Xk-taxgtár, — 3; 
Xx4—Xatix,zs ]. 
Ha xsz u, xyz v, akkor 
xs 14 x—3x, — 1-t4u—dw; 
Xp — 2—1—x, s 2 — 4 u 
11. Öldjük meg a következő egyenletrendszert : 


xatxstxayz §; 


XatxXxitx.s 8; 
xsbietxz sz 3; 
xetxetx, sm —3; 
Xpbtaytaxy — —8; 


226 


Xtatay m —b; 


X,;txgtáa,s — 2; 
XattXiHXzg —r 2. 
£. Méepokkás: 


Az egyenletrendszer kibővített mátrixa a következőképpen alakítható át: 


t 


NEEE eÜ ua TŰ eregetett ) 
a. a e — na MR ZO ZD mi 


é 


ta a a ma ma dö Zn CP CN ZT —- 


( SEN TTTTtüütIIEa 


[ee] 


le A S e Br E 


an a na aa wa DS OGHD DÖG TD E mi ha 


a DD DG Ő ke DÖ E ZT TK TT — a 


RG RA OD OT a TO DTD S m Om —-ű a st mi 


a EDD DO AM RE OZ nem o Ü a a Re 


mak a a a Zn a TM 


Mat ei Éj a mm 


ka. B D- 


jen 


ka — tm EE 


tm I 16 TR szan EN TEGYEN TT nen. NÉL 7 NT 


Km mm Et MD 


kem Za a a a 


km maz ll 


manga ga 


l 


ő 
g 
3 
— 3 
9 
—6 
— 2 
2 


LK i 
kt Öt Fa im fa I. E 


1,5 mm] 5 
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Az utolsó mátrixről már látszik, hogy 6(Bi—ot(4i—8, tehát az egyenlet 
rendszernek van megoldása, és mivel az ismeretlenek száma is B, a megoldás 
egyértelmű, mégpedig az utolsú mátrix alapján felírható 


15x.——1 5 egyenletből x,5—liI; 
2x.tx——5 egyenletből x,——2; 
X.-X45—2 — egyénletből x,——3; 
x,-Xx,5—2 egyenletből xx, ——4; 
xytxztxys 1  egyenlelből x.7-— 4; 
—xrea z 4 egyénletből xi.— 3; 
x.—x; s 4 épyenletből x,— 2; 
xita.tx,s—2 egyenletből x— 1. 


Érdemes megemlíteni, hogy sokszor az egyenletrendszer speciá- 
lis tulajdonságait felhasználva, az egyenletrendszer egyszerűbben 
is megoldható. 


H. Megaldás: 


Esetünkben pl. vegyük észre, hogy ha az egyenleteket összeadjuk és 3-inal 
egyszerüsítünk, az alabbi összefüggés adódik: 


Xirtiurkágt árt xset ra, taztery — 0. 


Ha viszont kivonjuk az első, negyedik és hetedik egyenlet összegéből az 
ismeretlenek üsszeégét, akkor 


(xi txgt xb (xa txt xa-lxr Fagy F ri Éxart brag — 1—0, 
amiből összevonás utári 
x-l. 


Hasonlóképpen a második, ötödik és nyolcadik egyenlet összegéből kkvonya 
az ismeérétlenek összegét : 


(x.-txztxatlret ág t átiratát Xg — xb .. Pal 2—0, 


anubói 
x.—2. 


Az első egyenletből most már x.—3, a másodikból x,— 4. és igy tovább 
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12. üldiuk meg a 


3xi— Xst2xs— xatőxyz 28; 
X4-t Xxit4x.—2x - lü; 
2x1-t1x,—3x-k 63. — ST; 


— Bxs-tár—Sxyt xs —[§ 


tgyenlétrendszert, 


be Először írjuk az egyenletrendszer egyenleteit alkalmasabb sorrendbe (amely- 
n az 11: 


Err Xatá4áx.—2xesz 
3.x — Xs 2x.— xb 5zr E 28; 
txt Txz7dxa:k ÉY, sz 37; 
a Br, 4xr— 5x, tax s — 189. 
Az algoritmus egyes lépéseit ismét csak a kibővített mátrix átalakításával 
jelezzük ; 
1 úü 1 4 —? Il ű T 4-2 1 
Bab 1 2-I § 0 —1 —I —13 II —2 
—i2 7-3 0 6 0 7-5 —-8 10 17[7 
0-8 4 -5 [19 0-8 4 —5 I —19 
l 6 l 4 —2 Il Ü 4 -2 lű 
10-11 -I -I3 fs 22 0 —I 4 —-13 II —23 
— hú 0 —-I2 —98 3 ű ü 7 -99 387 3 
0 0 12 99 -g7 —3 űü 0 0 5 ű Ü 


Ebből közvetlenül látható, hogy e(A)—o(Bh— 3; mivel n—5, ezért 5—3 2 
ismeretlen szabadon választható, a többi pedig az 


Kit xyt dat 2Xy E 10; 
—X,— xa—l3xotllx,——2:; 


— I2x.— 99 BEkg —- 3 


redukált egyenletrendszerből számítható ki. Legyen pl. x,— nu, xszv; ekkor 
a harmadik egyenletből 


33 29 [ 
Xs — —— H-hH— th — — 


4 4 4" 
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a második egyenletből 


14 15 ag 
Xz sr tré ártó 
az elsőből pedig 
17 21 41 
X1 segg ta 


43. Határozzuk meg c értékét úgy, hogy az 
xb Xx4— xs o §; 
xtixit xyz IZ; 
— x— xat4x;—— 12; 
—2xit Xr-rkt xs € 


e gyenletrendszernek légyen megoldása. 
Az egyenletrendszer akkor oldható meg, ha o(4)— a(B1. 


1 1-i 9 I 1-1 39 
Ll 2 í 12 5. 2 3 
Bz-l , r 4 agg lo a 3 —-3 17 
—-—2 I 1 c 0 3-1 d8-rc 
Í 1 —I 9 I 1] -1 g 
0 1 2 3 0 4) 2 3 
"lG a ti 4l-b Il -11- 
0 0 -7 9-4c Ű 0 0 Z4rc 


Az utólsó rrnátrixról leolvasható, hogy p(4)j—3, hiszen egy harmadrendű 
determinárs 


1 [ —4 
ü 1 3Í-1lzik 
0 0 I 

továbba 
1 1-1 9 
ot 2 3 , 
0 0 LL —4j tte 
0 0 0 2.e 
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és ha ez nem 0, akkor oí(Bi— d, és az egyénletrendszer nem oldható meg. Az 
előbbi negryedrendű determináns akkor. és csak akkor Ú, ha c — —2; ekkor 
p(By— 3, és az egyenletrendszer megoldható. Mivel "száz o(áAj, c ——2 €se- 
tében egyértelmű megoldás van. A megoldás az 


xxtxr xi 37 
xstixysza 3; 
x,5s-1 
cgyenletrendszerből x— 3, x:—5, xa — — 1. 


14. Állapítsuk meg c értékét úgy, hogy az 
Xxt2x2— XT xyz; 
2xpt3x,—3xs—2x, — 4; 
— 3x—S5zetáéyt xs 


egyenletrendszer megoldható legyen, 
A kibővített rnálrix 


1 2-i 102 1 2-i 4 2 
B-i 2 3-3 -2 4-1 -1-1-4 0úl[- 
—-3 —5 


4 l c 0 ]l 1 4 ütce 
l 2-1 1 2 
"a JŰ —-1I -1 —4 ü§. 
tb 0 Ű Ü 6ú-4£c 


Az utolsó álalakítás után megállapíthaló, hogy o(A)—2, továbbá hogy 
0(8)—2 akkor és csak akkor áll fenn, ha c— — 6. Ekkor nr 4 miatt 4—o(4)—2 
isméretlen szabadon választható, és a többi az 


xit2xs— xi Ty — 2) 
— X2— Yar dx. sz ú 


egyenletrendszerből szárnítható ki, Legyen pl. xsz 4, x.— 4, ekkor xz 5 —1w— du, 
és x, — 243u4 Tv. 
A megoldás kétparaméteres értéksokaság. 


15. Határozzuk meg c értékét úgy, hogy az 
Xit X—áxaz— €; 
Zximdxatx, s 5; 
4x— X7—xgz 02c 


étgyenletrenőszer megoldható legyen! 
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1-1 c I 1 —1 c 
-3 ) -5- [e —§ 3 —5-IcÍ[r 
ma] —-l 2 0-5 3 — 2e 
l 1 -1 c 
jú —5 43 -s-2e/ 

ü űŰ 0 ju) 


A redukált egyénlétrendszer 


Xet X4— ís oC, 
— 5xst dx, — —5— ze; 
Úsz 5. 


Az utolsó egyenlet ellentmondást tartalrnaz, ezért nemm üldható meg; így 
az eredeti egyenletrendszer — bármilyen értéket is adunk c-nek — sohasem 
oldható meg. 


16. Határozzuk meg az 


II 


Xi-rt xet 2 Ü; 


XI Xa-t Xn Ú; 


Lis 


Xpt Xit Aa 
fi. 7— 2xak xan I ti 


egyenletrendszerből w-t mint ( függvényét ely módon, hogy az egyenlet meg- 
oldható legyen! 


l 41209 l ii 20 1 I 20 1 1 2 0 
2-1 ti 0 9 —3 —3 0 0 —-3 -3 0 0 —-3 —-3 0 
1 [tt rb 16 09-i ll a-t r[ 10 0-1 : 
2-3 ll H 0 —4 —3 w 0 0 I 8 4 8 ú ŰÚ 46-i 


Az utalsó alakról leclvasható, hogy o(Ajz3, továbbá bogy e(Bi csak úgy 
lehet 3, ha uit — Ű, vagyis n — —t. Ezzel a feladatot megoldottuk. 


17. Határozzuk meg a és b paraméterek értékét úgy, hogy az alábbi egyen: 
letrendszernek 


a) egyértelmű megoldása legyen; 
5) végtelen sok megoldása legyen; 
c) ne legyén megoldása : 
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3xi - 3X£ — Xi 


1 ; 


xitüxzbtlőx, s 2; 


II 


XI 4 9.rz — AXg — b. 


Hogy a paraméterek a kibővített mátrix rangjának meghatározásakor mi- 
nél később kapcsolódjanak be a számításba, rendezzük át az egyenletrendszert : 


xedastőx,z b; 
3x.— xy-t5x,— 1; 


X.-2xz-t MAX — 2. 


1-5 9 kh 1 —5 üg bh 
B-—-Í3 —-1 5 1 - be lá —322 1—35Í- 
ll 2 a ? DD 7 a—-9 2—-b 
l —5 9 b 
0 í4 —22 11-34 
" 3 b 

ú ű F2 —-— 
ü 217 


al Az egyenletrendszernék akkor (és csak akkor) ván égyértelmű megoldása, 
ha o(Aj—píHj—n— 3. Esetünkben o(A: és píB) akkor 3, ha det A — 14(a-- 3 
nem Ü, ez pedig akkor áll fenn, ha a 5-2. Tehát az egyenletrendszernek 
egyetlen megoldása van, ha csak as — 3. 

b) Végtelen sok megoldása akkor van az egyenlétrendszernek, ha c(Aj— 
-o(Bh-r- 3. Ha a — —2, akkor o(A)—2; a o(BH— 2 feltétel akkor teljesül, 


, 3 b . 
a a — —2 melktt még ztz-0is fennáll, vagyis ha § — — 3. Tehát végtelen 


sok megoldása akkor van az egyenletrendszernek, ha a ——2és b ——3. 

; ci Nincs megoldása az egyenletrendszernek, ha olAtzgpí Mivel €se- 
tünkbhen Zszo(ájsotbi s 3, cz csak úgy teljesülhet, hogy 0(4)—2 és 0(H)—3. 
Már láttuk, hogy ofA)— 2 akkor és csak akkor áll fenn, ha a —— 2: viszont 
ez esetben e(B)— 3 akkor és csak akkor, ha $ 5 —3. Tehát akkar nincs meg- 
oldása az egyenletrendszernek, ha a ——2 és he — 3. 


18. Mutassuk meg, hogy az 


XI xitx 5 Í; 


Kir xytx,— 2; 
X.-FXg-b xz 3; 
XitXat Xs s 4 
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egyenletrendszernek egyértelmű megoldása A kibővített mátrix: 


ü Fi ül d . 1 02 1 2 3 4 5 13 —1 ü 1 2 4 106 
lsz védni Seellr né Zé Keedlk vé lle Sellná" tő 2 1 2 3 4 10 0-1 0 103 7 
j B—- 2 2 I 2 3 IlIfÍri 0 0-1 ü 2 3l- 
A kibővített mátrix: a 2 721 12 ő Ü ü 6 —-1 1 1 
z 2 2 1 1 3 2 2 2 2 1 3 
b 1] I 11 l ú I Il 2 
perhez gi ii i[ al 0 dí 2 4 10 —-t 0 1 2 410 
l 1 0 13 0 1-1 61 0-1 4 1 3 7 0-1 0ú I 3 7 
Il 1 1 ű 4 9 I 0-1] 23 —nm bo 0-I 8 2 83-i a -I g§ ? R 
1 0 I 12 th 01 12 0 0 0 873 6 ls öldlze NN 
ü il ] I 1 ü ÍI Il ilI d ü 8 31 93 
— ja 0 -2-I üf IO 0 1-1 1 
0 0 1 -t 1 0 0 0-3 7 A redukált egyenletrendszer : 
2(A)—o(B)—4 és a tédukált egyénletrendszér : — Xi xit2x.tAáx, — JÖ; 
—3x, s 2; — xgrb Xtlx,— 7; 
k5-x,— [; — Xg 224 — 8; 
— Xart XX E 3; 
Xst Xg Xx, —- 1; 
X4-b xitraz 2, 31 - aj, 
amiből visszafelé haladva: 
amitől állításunk helyéssége már leolvasható. 
19. Ellenőrizzük, hogy az x673, X470. xaz—l xsz2, x-0 
Xxitőrtiryt árt óx, - 13; 20. Lássuk be, hogy a 
2xi"b xet2xt3x.r- dx — 10; det Xs — 2xz— Aa — 3; 
2Zxit 2x;rt xat beat 3xg —- II; Zx1— dry — Xat2xa sz o d. 
Sxy-rt 2xzt 2x37 X.tÉr ü; dx t 52 — X4 — —t; 
Zxitixatdestőmat xs 3 Zxirt3x.— x4—3x,z 1 
egyenletréndszérneék egyetlen megoldása: 
egyenletrendszernek végtelen sok megoldása van, és égy ismeretlen választhaió 
szü, x.—2 xi -—2 xo 0  xy5z3. szabadon, mad oldjuk meg az egyenletrendszert. 
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A kibővített mátrix : 


A 1-2-I 3 2 -2-i 2 2 

2-—-2-1i 2 2 0 § 0-5 -I 
B-Í2 s 0-1-iőlo 7 4-3-3[7 

2 3-1 -3 1 0 5 0-5 —I 

2-2-1I 2 2 

2-2-i 2 2] [o 5 0o-5-I 

0 5 0-5 -I a 

—f0 7 1 -3-3b "lú 6 1 4—- 

Ü 
d 9 9 0 0 0 a 0 ú 


Innen már látszik, hogy o(Aálso(íBi— 3, mert pl. 


2Z -2 -l 
ű 5 01-10 5-0, 
d  ü Il 


és 1— g(A) — L ismeretlen szabadon választható, A redukált egyenletrendszer: 


2x—2x.—xgt ős -—- 2; 


MAX — ÁX, tn  -—- l 1 
8 
Xa tár, —- § F 
és ebből, ha pl. xeet választjuk szabadon, 
j! 
kálmdmánül tzlr1 Xs S o X45— E, XI — — 2, 


21. Állapítsuk meg, van-é a következő egyenletű három síknak közös mét- 
szésportja: 


xt y—zz 4; 
lx—-dytz zs; 
4dx— Yy—z 5—53. 


I. Megoldás: 


A Pic: y; z) pont akkor közös metszéspontja mindhárom síknak, ha koordi- 
nátái mind a három sik egyenletét kielégítik. Tehát keresendő a három egyen- 
letből álló egyenletrendszer megoldása, ha ilyen van! 


I 1-1 4 l —1 4 Í l —1 4 
H—-]2-3 [I —-51h-10—5 3 —-131--fü —5 3 —131. 
4 —-i —I —3 0 —5 3 —-I19 ű ú ű —6 


236 


Látható, hogy e(A)— 2, mert lÁál—ű, de pl. 





] —1 
—-2 s ü; 
— 5 v. 
ezzel szerüben 0 (Bh—3, mert pi. 
1 —1 4 
-—$§ 3 —1317-12 70; 
d Úú -6 


tehát o(Aá)soíHi, ezért a három siknak nincs közös metszéspontja. 
H. Megoldás: 


A teladatot megolklhatjuk a Cramer-szabály segítségével is. Az egyenlet- 
rendszer deteérminánsa 


1 1-1 
5B—-]2 -3 11-00, 
4 —1 —1 


és ez azt jelenti, hogy nincs egyértelmű megoldás. Annak eldöntésére, hogy 
végtelen sok megoldás van-e, vagy nincs megoldás, szerencsés esetben még 


cgy, általában még három harmadrendű deéterminánst kel! kiszámolnunk. 
Csetünkben 


]l Il 4 
h. - z —3 — 5 z 30, 
4 —] —3 


ezért az egyenletrendszer ellentmondó, megoldás nincs. 
22. Határozzuk meg az 
xX-k yi zs I; 
Ex vyt2z— Ú; 
1 


Zax—-2yt iz 


cgyenletű síkok közös metszéspontját! 


A közös metszéspont koordinátáit éppen az égyenletrendszer megoldása 
adja meg. Vizsgáljuk az égyénletréndszer kibővített mátrixát: 


1 l 11 l í Ia Il Il 1 1 
B-18-1 2 0j-íg9g 0 3 1AÍ9 0 3 16. 
25 —-2 7 1 ZzZ ü § 3 0 0 0 Ú 


Ebből leolvasható, hogy o(4Ajl—oíB)—2, ezért az egyénletrendszer meg- 
uldható; mégpedig t—c(Aj -— 3—2— I, ezért egy ismeretlen szabadon vá- 
lasztható. A redukált egyénletrendszer 


xtyt 35, 
3x 43-11. 
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Legyen pl. xz-t, a szabad ismeretlen; ekkor 


— — dr, 
3 


242 
IZ — É . 
3 


A. három síknak végtelen sok közös pontja van, ami csak úgy lehet, ha a 
három siknak égy közös egyenese — metszésvonala van. A megoldás mint egy- 
paraméteres értéksokaság éppén ennek az egyenesnek paraméteres egyenletét 
adja még. 


Zd. Van-e az 


xHirti3z zs 1; 
Va — z  Ü; 
4x-H2yd4-2z — I; 
3xtávytóz— 2 


epyenletű síkoknak közös pontjuk ? 
Oldjuk meg az adott egyenletrendszert! 


1 2 3] 1 2 3 1 
2 0-1 4 ü —4 —7 —2 
B—-(4 2 2 í1"1lo -6 -10 —3Í7 
3 4 62 0 —-2 —3 —I 
1 2 3 1 l 2 3 I] 
0 —2 —3 —I 0 —2 —3 —i 
mio 40-i 0] 190 0-1 0 
b 08 -I 0 0 d 0 0 


Tehát p(4A)—3, és e(Hjz3, valamint az 3 miatt az egyénletrendszernek egy: 
értelmű megoldasa van, És ez az 


x-ti2v4t]32z— 1 
—2y-37z—-——-lI; 
—-— zzz 0 


redukált egyenletrenletrendszerből számítható ki; mégpedig 


I 
me. xz űl, 
2 


z:ü y- 


tehát a négy siknak égy közös pontja van, és eza 


P(O;:, 0) pont. 
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II. HOMOGÉN LINEÁRIS EGYENLETRENDSZEREK 
MEGOLDÁSA 


Ha a lineáris egyenletrendszer homogén, azaz 
fax tzzázt s tára — Ú; 


Esti -- dazX sss tűn — Ü; 


u " u sr ha ak ak " ii uk a h. 


taxit üggxzet ... Főnix — Ü 
alakú, akkor a megoldhatóság problémája nem lép fel, hiszen az 


XPSX5X.5...sx50Ü 

értékrendszer mindig megoldása az egyeénletrendszernek. Ezt a 
megoldást a homogén lineáris egyenletrendszer iriuiális megolddsá- 
nak nevezik. Ez esetben csak az a probléma vetődik fel, hogy 
mikor van a homogén lineáris egyenleirendszernek a triviálistól 
különböző megoldása is. 

Egy homogén lnedris egyenletrendszernek akkor és csak akkor 
van a o friviálistól különböző megoldása, ha mátrixának rangja 
kisebb, mint ismeretleneinek szama. Ha van a telviálistól különböző 
megoldás, akkor egyúttal végtelen sok megoldás van. 

Ha egy homogén binedris egyentetrendszerben az egyenletek és az 
ismeretlenek száma megegyezik, akkor a íriviátistól különböző 
megoldás létezésének szükséges és elegendő feltétele, hogy az 
egyenletrendszer mátrixának determinánsa 0 legyen (vö. az I. fejezet 
2. pontjával). 

Ha tehát tudjuk, hogy egy homogén lineáris egyenletrendszernek, 
amelyben az ismeretlenek és egyenletek száma megegyezik, van 
nemtriviális megoldása, akkor ebből következik, hogy mátrixának 
determinánsa 0. 

Homogén lineáris egyenletrendszerek megoldására ís legtöbb- 
ször a Csauss-féle algoritmust használjuk, azonban sokszor cél- 
szerübb előbb megállapítan:;, hogy az egyenletrendszernek van-e 
nemtriviális megoldása, 

Minden homogén lineáris egyenletrendszer megoldásában egy 
paraméter természetesen fellép (ha csak triviális megoldás létezik, 
akkor ez nem lényegesh mert ha az xy, Xs. ..., Xn értékrendszer 
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megoldása az egyenletrendszernek, akkor a XI, 1X2s sss (Xg érték- 
rendszer is az, hiszen minden egyenlet egyszerűsíthető f-vel. Ebből 
is következik, hogy ha van nemtriviális megoldás, akkor végtelen 
sak ilyen megoldás van. 

Gyakorló Ícladatok 

1. Oldjuk meg az alábbi hotmogén egyenletrendszert ; 
— xy — Zs — Xa — Ül; 
xit xst3xa zs Ü: 
— Xxj— 3xg-t Xg — ü; 
— x4— dos -t3xz — Ű; 


—xp—5xzt 5i — Ü. 


-1 -2 -1 0 -i —2-1I0€0 —1 —-2 -Ii 0 

1 1 30 ű —-1 2 0 0-1 Z 0 

B- 1-1 —-3 1 ü[- 0 -lI 2 Úü[- 0 ü ű 0 
-Ii -4 3 0 0 -2 4 0 0 Ü 0 Ú 

—i —-5 5 0 ü -3 6 (ú d ú Ü € 


Látható, hogy o(A)— 2. Mivel n—3, ezért o(A)--n, és Így triviális megol-. 


dáson kívül még végtelen sök megoldás van, amelyek a 
— X1— ÉXs — Xi — Ü; 
HE X.t2xa ke Ú 


redukált egyenletrendszerből számíthatók ki. 7— o(A) — 3—2 — 1 rmatt egyet- 
len ismeretlent választhatunk szabadon. Legyen pl. xs— f; ekkor x—2xs— di és 
My -— —2X9— Xg -— — 54. 


2. Öldjuk meg a következő égyenletrendszeért : 
xitX2— Xxitx4—X- Ű; 
2xitx.—3xs—xatxg zs Ü; 

—2x—X.— X313X4—Xg, s Ü. 
1 1 -i 1-1 06 1 1 -Ii 1-1] 06 
h-[ l -3-1] 1 1-9 - —1] —3 9] 


—2 -1 -1i 1-1 0 0  h) —-3 30-30 


1 1-1 1-I 6 
ss [0 —1 —-1 —3 3 Ül[. 
d 0-4á 0 Ű € 
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Ebből látható, hogy elAádz 3, hiszen 


1 1-1 
ú—-1 -1]-4 5-0, 
JÚ 0 —4 


rendszerből mee a jer ee za t, xs— tt, Ekkor a redukált egyenlet- 
3. Megoldándó az 
X1—2X2— dx xy Ja, — Ü; 
agit X4— 2x4—2x,— 2x, s Ü; 
2x0—5x,—ldrsk x—lix szü 


egyenletrendszer, 


] -2 -4 di —3 0 Il —-2 -4á 1l —-3 0 
B-Íf-1 Il —2Z —-2 -2 üfjai —1 —-—-6 —-1I —5 Üüfa 
Z —5 —Il4 Il —-II 0 (0 —i -6-1 —5 0 


1] —2 —4 I —3 0 
"fú —1 —ú -i —5 Ülj. 
d. 4 0 0 0 
Most p(Aj—Z, méri pl, 


hú My) 


o -11--1e0; 


mivei — 5, így r- o(A), tehát a triviálistől különböző megoldás létezik, és 
tz ai 


Xy— 2x2.—dx2-bx.—3x — Ü; 
— X2-6X1—Xx4—5Xg —- ü 


redukált egyenletrendszerből számítható ki. r—o(A) — 5—2— 3, tehát há- 
rom ismerétlen választható szabadon. Legyen pl. x,—t, xs, x,—u; ekkor 


xx, — —bi—u6— Su; 
x, s —81—3ú4— 7v. 


A megoldás hárornparaméteres értéksokaság. 


4. Határozzuk meg az 
xt2xst xzt xy - Ü; 
Zxy-t Xat xst ix, — Ü; 
Xx.4-destőxat ax, s Ű; 
xit Xxst xst 4-0 


egyenletrendszer megoldását! 


124 tol fi 2 rt i0 
2 1 120 15. 
B-(j 2 2 1 ol" o ia o[7 
Il 1 d 1 0] k10-i 000 
1 2 1101 fi 21i1t0 
573999 ss 
il ú 100 d 0 1000 
0 0-100 00 0 


Látható, hogy o(4A)z— 3, és mivel a—4, ezért p(A)-—n, vagyis az egyenlelrend- 
szernek van a triviálistól különböző megoldása ís, amely az 


mKitiretxjt ax, — Ü; 
— Ag — ú; 
Xg zz 


rédukalt égyenletrendszerből szamithaló ki. 
Legyen pl. xsszi: akkor x, s —f, énnélfogva az egyenlelrendszer megoldása; 


Xi — Ef, x.—ü; x,.—-Ü x7—t. 


Figyeljük meg itt ís, hogy nem keli feltétlenül minden kötött 
ismeretlennek a szabad ismeretlentől függnie ! 


5. Mégöldandó a következő égyenletrendszeér : 
xit2x.-t Jxytdx.-bóxz, — 0; 

—-Xit Xs a bxy-t x 7 Ü; 

3xit x5t53Axr— xx, sŰ; 


2x.— Txyt 1xg — Ű. 
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1 2 3 4 50 1 2 3 4 50 
-t 1 0-6 10 Ú 3 3-2 6 0 
B- fg 31 s-r olvio 3 : s-i ol" 
ü 0 2 —7 Ü 0 0 2-7 70 
1 2 3 4 50 12 3 4 50 
0 3 3-2 60 Ú 3 3-2 § 0 
"10 0-2 7-7 0f" "lú 0-2 7 -70 
6 0 2-7 70 0 d 6 6 ü 0 


Tehát otAáj— 3; mivel 1— 5, ezért o(lAj-—n, és az egyenletreéndszemek van a tri- 
viálistól különböző megoldása ís, amely az 


xtixetiryt ár tőz s Ü; 


3xot3x— 2x,tóxy — 0; 


— 2xt7xy—Txe 0 


rédukált égyénletrendszerből számítható ki. Mivel n—otAj — 2, két ismeret- 
len szabadon választható. Legyen pl. x.— u és x,— v; akkor az utolsó egyenlet- 


ből 
Fi Fi 
Xs FT v, 
továbbá 
17 3 
Xy 7 na UV, 
33 5 
XL ege v 


6. Oldjuk még a következő égyenletrendszert : 
dJíyt 0 x34— 8xs-t Z2Zxot ax — 0; 
2x— 3814 — 3647 feütéx s Ű; 
xxtilx,-12xg4-34x.—5x, s Ü; 


x7— Szet 2x9—lőxotőr — 0. 


ZAB 


A B mátrixot most alsó háromszögimátrixszá alakítjuk. 8. Hogyan kel! megválasztanunk c értékét, hogy az 
3 4 -8 2 I 0 46 —-i4 50 —-8 0 X— xat xs Ü: 

-a2Z -3 c? 3 0 8 -7 25 —4 64 Hi a i 

11 —Ií2 34 —-5 "Í0 16 —14 50 -8 0 Xitexyt aa — Ú; 

-§5 2 -1lI6 3 l —5 2 -16 3 0 xXx7-3r—ciizŰ 


p 
1 
Í 
ba  ü Ü Ú 
Ú 
ú 
l 


egyenletrendszernek ne legyen a (riviálistól különböző megoldása? 
Mivel az ismeretlenek és az egyenletek száma megegyezik, a homogén 
egyetlenrendszernek akkor nincs a triviálistól különböző megoldása, ha IAl50. 
1 —I 7 
jlálz il c 3]5-—ct—2e43, 


ú Ú ű 0 
16 —14 50 —8 
—5 2 —-lI6 3 


Látszik, hogy a(Aj—2, és mivel SsolAjcnz5, az egyenletrendszernek 


aaa aa no 


Il —3 —ce 
iviáli ülönböző mcgoldása is. Ezt az i 
van a tiviálistól kttsnb : A determináns értéke akkor (és csak akkor) 0, ha c— I vagy c — —3; ettől a 
X— 5xg-k Reh—lőxzetöx, — Ú; két esettől eltekintve minden c értékre az egyenletrendszernek csak triviális 
megoldása van, 
16x2— l4os t 50x.— 8x, mm Ő [a 


; ; ; j 2 : 3. Bizonyílsuk be, hogy az 
redukált egyénletrendszerből számíthatjuk ki, amikor is H—G(áA) — 3 isme- 


retlent szabadon választhatunk. Legyen pl. Xb xat2xs— da, E 0: 
mamák; Maszt AsTd 2x1-3x2— Xat o x4— 0; 
akkor 3 25 1 2Xy— 2x4— Xatá4áx, Ez 0; 
-—ti——ut— u; 
jé 6 8 s 2 x—dxy—3x.-t2x 50 
19 B l egyenletrendszernek csak triviális megoldása van! 
megg ez ez Az egyenletrendszer deteriminárisa : 
7. Határozzuk meg c értékét úgy, hogy az ; ; j 73 c ; ? 73 
marhára óxa 7 95 Al e j2-2-1 41710 -4 s 10" 
3x4— 2; — 0; ] —4 —3 2 0-5 —$§ 5 
l —-5 7 l -5§ 7? 
Ax, 3x4.1-CXs s Ü 
a. RYNNNE sz [4 — m]jü - — — sz 140, 
egyenletrendszernék ne legyen a triviálistól különböző megoldása. 5 lú 25 40 1000-- 1140 
Mivel három egyenlet és ugyanannyi ismeretlen van, az egyenlelrenészernék —§ —-5 5 ü —3 
: epe Í. 
akkor e ut I. pigjáláss His TeEOt kifejive IAlse0. Az egyenletrendszer Celerm vagyis nem zérus, ezért állításonkat bebizonyítottuk. 
nánsát az utolsó oszlop sze a 
10. Mutassuk meg, hogy a 
$§ 2-3 i 
ál— 13 —2 01 —€—3(9-48)4e(—19—6) ——51- l6r. —xtáx,-t 3x— Sr, sz Ü; 
4 3 c Jx17 Xst Bxz;tőx, s Ü; 
lAl tehát nem 0, hacsak c7 2 . Ettől az egyetlen esettől eltekintve nincs az 3x.b3xr-k10r2— dx, — 0; 
i 16 
egyénletrendszernek a triviálistól különböző megoldása. — 7xi-46x4— 9x2—9x, EÜ 
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homogén egyénletréndszérnek van a triviálistól különböző megoldása, még 


30 
t sz — É, X — mm f, xyzt, Xi 
pedig xx T 1 Ti s 4 
-1 4 3-5 0 -5 0 
3-1 6 20 o 15-13 0 
Bzj 2 3 10-40 0 16 —14 0[7 
-T 6-9 -9 0 90-22-30 260 
I 4 3 -5 0 
0 II 15-13 0 
"I 0 0 1 —10 
0 0 0 00 


o(A)s 3, ezért egy ismeretlen szabadon választható. 
A redukált egyenletrendszer 


—x, t dx. b 3x—S5x, — Ü; 


11644 b5x4— 13ax4 — 0; 


X.— Xg "a (). 
Ha x, ot akkor xy, — í x — — Tr E, xx - 7 r£, mint azt állítottuk, 
11. Ellenőrizzük, hogy a 
— xX 4x.- 3x tár 0x, 7 Ú; 
-2x — 8x,-4IÜx —őx -l2x, 5ík 
Ax, -11x, — x — Sz, 5; 
Zx, — dx — Szágra x 7-0, 
X0 —- 4x4 44 t xx SÚ; 
egyenletrendszernek meégoldása 
xy, - 13644 3390; x, m 3 atő2v; 
Xs - 3úut?v; Xg  XE5U, 


ahol u és v szabadon választható. 
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3 ó 
-§ —I12 
— 1] 


tedd EÜ na 
ad 
for. I zim TEL nite IL ar Ell -n) 


0 0 


-I 4 —5 
zZ —8k ]ű 
B — 3 —I] Ü 
zZ —7 —§ 
] —-4 4 
it 4 —S5 
b l —-4ó 
ma 4 ü -I 
ű 0 ű 
ü 4 0 
p(Aj— 3. 


ll 4 -5§ 3 60 
d 0 úú € 0 
0 1 —-15 8 13 0 
0 I —-I5 8 I3 0 
d 0 —-1 3 70 


szabadon választható. A redukált egyenletrendszer 


— xt 4x— Sxar3x tk őx, 0, 


xel5x tőx er] 3x, zíl 


x, txt ix, m(] 


Ha x.z u, xszv, akkor ebből éppen a közölt megoldást kanjuk. 


12. Mutassuk meg, hogy az 


Xpt X.t AXxr— 3.64 - Ü; 


2xit3xi—m— xst o x. s; 


2Xp— dx Xg 4.x, — ú; 
— 4x.— drst ér, ni ÚJ 


tehát van iriviálistól különböző megoldás és 5—3 — 2 ismeretlen 


egyenletrendszernek csak iriviális tnegoidása var, Az egyenletrendszer kibővi- 


telt mátrixa: 


I 
Z 
B — [7 
l 


tm DD 


3 —1 
2 —I 
—d4 —3 
1 2 
l —5 
ú —25 
0 —30 


1 2-3 0 1 
4 OI [0 
2 0 Ü 


— 3 
aj 
38 
40 


e e 


k 


1 2 

1 —5 
—4 —5 
—5 —§ 
I 2 
i —-5 
0 —25 
0 0 


—3 
7 
10 
ha) 


— 3 
7 
38 
— 28 


5 


0 
ú 
ob 
0 


em om a 


Mivel e(Al4— nr, az egyenletrendszernek csak iriviális megoldása van. 
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VEKTÖORTEREK 


1. Alapfogalmak 


l. Tekintsük a valós szamok halmazát és egy F halmazt. A F 
halmazt vekrortérnek nevezzük a valós számok felett, ha két 
tetszőleges elemére — pl. u-ra és v-re — értelmezve van egy műve- 
let, nevezzük ezt , összeadásnak", amelynek u-tv eredménye 
ismét a FV halmaz eleme, és ez az összeadás asszociatív, kommu- 
tatív, valamint megfordítható felvégezhető a , kivonás"), továbbá, 
ha a FV halmaz tetszőleges u elemét tetszőleges c valós számmal 
megszorozva, cu szintén a V halmaz eleme és ez utóbbi szorzás 
asszociatív, valamint az összeadással a disztributív törvény köti 
össze, tehát 


ch cu) — (cicsh; 
(Cr Ca)it — cl -k cak, 
cím tv) — cuc ev. 


A F halmaz elemeit általánosabb értelemben vekjaroknak 
fogjuk nevezni. 

Könnyen belátható, hogy pl. a háromdimenziós, közönséges 
értelemben vett tér vektorai vektorteret alkotnak a valós számok 
felett. 

Ha a valós számok helyett komplex számokat engedünk meg, 
akkor a komplex számok felett értelmezett vektortérhez jutunk. 
Megjegyezzük, hogy annak a halmaznak az elemei, amely felctt 
a vektorteret értelmezzük, lehetnek pl. függvények 15. 

Mi itt legfeljebb a komplex számok felett értelmezett A1-dimen- 
ziós vektortérrel foglalkozunk majd. 


2, A Vg, Vas ..., Va vektorok egy lincáris kombinációján a 
erti bt CsYa-rt .4k TEGYÉK 


vektort értjük, ahol €1, Cs, ..., én tetszőleges valós számok. 
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A Vl. Vg, ..s Va vektorokat fneárisan függerleneknek nevezzük, 
ha a 


CyYi Tt CeVa:-k Era Tt C,Ya — Ü 


egyenlet csak cj — €5— ...—c,5 0 esetében teljesül. Ha az egyen- 
let úgy 15 teljesül, hogy ni nem minden c, együttható 0, akkor a vek- 
torok fnedrisan összefüggnek. 

Egy vektortér bázisának nevezzük lincárisan független vektorok 
minden olyan halmazat, amelyek lineáris kombinációiaként a 
vektortér összes vektora egyértelműen kifejezhető. A bázist alkotó 
vektorok a báűzísvekzerok. Egy vektortérnek több bázisa is lehet, 
de czek valamennyien ugyanannyi elemből állnak. 

Ha a bázisok w-eleműek, akkor a vektorteret s-dirnenziós vek- 
tortérnek nevezik. Az n-dimenziós térben n-nél több vektor nem 
lchet lineárisan független. 

Ha a bázisvektorok egységvektorok, a bázist rormált bázisnak, 
ha a bázisvektorok páronként egymásra merőlegesek, a bázist 
örtagonáatis bázisnak nevezik. Ha a két feltétel egyszerre teljesül, 
a bázis ortonormált bezis. 

Például a háromdimenziós tér vektorai által alkotott vektortér 
ortonormált bázisát alkotja a lincárisan független 


Éj — (E, Ü, ÜT ; Ég — (0, Ü, IT" 


€s - (0,  , Űr; 





il. ábra 
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egységvektor-hármas, amelyekkel a háromdimenziós tér minden más 
vektora egyértelműen kifejezhető: 


X — XI€éi 7- Xg o -H Agég 


Az XI. X2, Xs valós számok az x vektor koordinátái. ÁZ el, €s, Es 
egységvektorokon át fektetett x-, y-, z-tengelyek a szokásos derék- 
szögű koordináta-rendszert határozzák meg (I. ábra). 

Két vektor lineáris függetlensége azt jelenti, hogy megfelelő 
koordinátáik aránya nem állandó; lincáris összefüggése viszont 
azt, hogy megfelelő koordinátáik arányosak. 

3. Az n-dimenziós esetben, ha a bázisvektorok az 

e, — (10, .... 0", e, — [0.1d, ..., 0", ..., e, fő, 0, ..., VT 
egységvektorok, a bázist E, vagy röviden E bázisként jelölik, 
amely felfogható s-edrendű egységmátnakénit : 


ll € 0€..0 

1 0...€ 
E — [€1, Cs; (ss Ex] s . 

0 0 0...1 


segitségével tetszöleges x vektor 

X — Xj81tXgBsTt ...-HX E, s Exg 
alakban írható, ahol az xy, Xa, ..-, x, számok az x vektor kocrdtiná- 
tát az E bázisra nézve és xy — [X15 Xas ...s XI. Ha ugyanennek 


az H-dimenziós térnek egy Z másik bázisát a zi, Zo, ..., z, lincá- 
risan független vektorok alkotják, akkor 


X — daiz taaza-b... tag, — £xz 
alakban felírható, ahol az a) , do, .. . , a, számok az x vektor koordi- 


nátái a Z —[zr. Za, ..., z.] bázisra nézve, azaz xz— [dd ao, ..., a). 
Az x- Ex,—2£xz összefüggésből következik: 


xs — Cxz; ilI. xzz£ xx. 
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Ha pl. az x vektornak a 


bázisra nézve xz [1], 2, 3]" a koordinátái, akkor x-nek E bázis- 
beli koordimátái 
Í 
; -i 2. 
; — 1 3 


Xt — £xz — [7d.2..2]1Xz 5 [— 


vagyis xe—[7,0, —2) (2. abra). 





2. ábra 
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Forditva: az Xxp[7, 0, —2]" vektornak az előbbi Z —Íz,, z5. z.] 
bázisra vonatkozó koordinátái 


l 
- § dl 
5 ; 
4 hi 1 
— §f-ly —[//. fenti ML - 
x—-L X£— ÚT 3 5 — [1,2,3]", 
bb 
3 3 
mert 
2 1] ] 
21 —-—[1—I 2 —]1]—-—45, 
3 —1 -Il 
ennélfogva 
I I 
— §) - 
1173 9-3 ; I ; 
tl GYA GY Hl — § — mo [. 
ET 5 j ; I5 3 5 
i JEL NN] 
3 3 3 
Általában: ha az x vektor Z bázisra vonatkozó koordinátái 


Xz. W bázisra vonatkozó koordinátái Xxw, akkor a két bázssbeli 
koordináták közötti összefüggés x — Wxy-Zxz, vagyis 


A gwy —— W-!Zxz —— Bx; . 


Ha valamely bázisban adott koordinátákról egy másik bázisra 
akarunk áttérni, akkor azt a W mátrixot, amelyet az új bázis- 
vektorok alkotnak, áttérési márrixnak nevezzük, az eljárást pedig, 
amellyel az új koordinátákat meghatározzuk, báziscserének. A 
B— WZ mátrix a báziscsere mátrixa. 

4. Bebizonyítható, hogy ha az H-dimenziós térben Hi számú 
vektor (azonos bázisra vonatkozó) koordinátáit m oszlopú és a 
sorú mátrixba rendezve (ahol egy oszlop egy vektornak felel meg), 
a kapott mátrix rangja rem, akkor az im adolt vektor között r 
számú Iincárisan független van. 
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Gyakorló feladatok 


1. Keressünk maximális elemszámú lineárisan független rendszert a követ- 
kező vektorok között: 


a — (Z., — 2, — 4)" ; b — [1 8, 3y ; C -— 1-2, — 4, LT; 
d — f3,7, —1T. 
I. Megaldás: 


Mivel a háromdimenziós térben legfelicbb háront véktor lehet lineárisan 
független, és az adott négy vektorból négyféle módon választható ki három, 
négy véktorhármasról akarjuk éldönteni, van-e közöttük lincárisan függet- 
len. Felírjuk rendre e vektorhármasokból képezhető mátrixzokat, és kiszámiít- 
juk rangjukat mindaddig, amíg esetleg valamelyik rangja 3-mal lesz egyenlő: 


1 —2 3 
3 1 -]1 


1-2 3 
B-1-—-2-4 7], IBI-0, 84—-3 0, e(B)— 2: 
—4 1 —-I 


23 1 3 
—-4 3 -1 





Z 4 —2 
—-—4 3 í 


A négy véktorból tehát nem válasziható ki három lineárisan független, 
csupan keltő. Ilyen pl. a és b; ekkor — mini ez közvetlenül is észrevehető — 


7 3 
t ——-—--a—— b; 

10 5 
d — a-b. 


I. Megoldás: 
Egyszerübb az eljárás, ha rögtön az adott négy vektorból képzet 


2 1-2 3 
R-Íf-2 9-4 7 
—4 3 ] —i 
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mátrix rangját állapítjuk meg: 


zZ 1-2 3 z 1] 
—-2 9 —4 ]-[. 1ú 


-—4 3 1 -I ü 5 


—-2 3 2 1-2 3 
R — —-6 JI 510 10 —-6 IÜT. 
—3 5 üűü ü üú 0 

Így látszik, hogy e(fR)—2, tehát a vektorok között két lineárisan független van. 


2. Döntsük el, hogy az x -[IR2 2], x: 7-4, 4. 3] és 
xs; — [1,0, 0, 1J" véktörök lincárisan függetlének-e! 


I. Megoldás: 


A három vektor koordinátáit megfigyelve észrevehetjük, hogy mindegyik- 
nek két belső és két külső koordinálája megegyezik, továbbá ha x,-ből levon- 
juk xyat, akkor éppen x. kétszeresét kapjuk, vagyis 
X4— Xs — 2XI, 
ichát I 

211—XatX. 7 Ú, 


a három vektor nem lineárisan (üggétlen. Bármelyik kettő azonban már lineá- 
risan független, hiszen megfelelő koortinátáik nem arányosak. I ; 

Így pl. xi és xs, bázist alkothat. Ha az xi és x, vektort választjuk bázis- 
nak, x; e kettővel kifejezhető, mégpedig 


Xi — ZXit Xg. 
H. Megoldás: 
A vektorok koordinátáiból képezzük az 


1 3 ( 

7 4 
AZ [2 409 

I 3 I 


mátrixot és kiszámítjuk rangját! 
Elemi átalakításokkal 


ÁÁ — 


I l i ] Il 3 1 
2 0 2 Ü 3 4 0 
2 Oi [2 01 10 0 OÍ[r 
I ] 9. a 40 


és erről a mátrixról már láthaló, hogy minden harmadrendű determinánsa ú. 
dé van olyan másodrendű aldeterminánsa, amely nem W, pi. 


3 1 
4 


igy o(A)—2, ami azt jelenti, hogy a három vektor közül csak kél lineárisan 
független van. 


an d E 1 


4 
4 
4 
4 Ü 


z—-d zűÜ: 
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3. Állapítsuk meg, hogy lineárisan független-e a következő három vektor: 
4 2] 3 li ]" 
XA, 5 a 3, 2, I; Xg — 2, ag e. , Tk ha —— v. 


I. Meguldás; 
számítsuk ki a véktorok koordinátáiból képezett 


3 
—3 FT 
2 
4 
A—]i 2 -— I! 
3 
2 l 
—i CO... 
a 2 


mátrix rangját! Elemi átalakításokkal 


3 
Ni 2 0 0 0 
x-tbaut hl 9 9 0[/ 
3 2 1] 
a 2all 37 
3 2 


és most már látszik, hogy o(A)— 1, tehát a három vektor nem lineárisan füg- 
getlen, sőt közülük nem választható ki két lincárisan független vektor sem. 


tI. Megoldas: 


szermnrevételezve a három vektort, észrevehetjük, hogy éppen a második 
koordinátáit kapjuk, ha az első koordinátáit rendre ( —f)-dal szorozzuk és 
a harmadikét, ha 2-vel osztjuk, tehát mindhárom vektor megfelelő koordinátái 
srányosak, vagyis még két független sincs közöttük. 


4. Hány lincárisan függétlen véktor van az x.ss(1, 1, 1,OJ"t; x,—[d, 3,2,—-1Jt: 
xsz[2, 1, 0, —1T" és x,—[4., 2.0, —2]" vekterok között? 

Könnyen észrevehető, hogy x.—2x., és így már legfeljebb csak három vek- 
tor lehet [ncárisan független, Elképzelhető, hogy ezek sem lineárisan függet- 
lnek, de ez nem látszik első pillanatra. Számítsuk ki tehát az első három vek- 


torból képezhető mátrix rangját! (x.-et elhagyhatjuk, mert már kiderült, hogy 
nem független x.-től.) 
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Elemi átalakításokkal ez igy alakítható át háromszöügrmátrixszá : 


4 2 l 4 2 Il 4 2 
3 1 0 —1 -I Ü —1 —i 
z1 of ha 2-2 ü 0[/ 
—]i — 


1 
1 
1 
Ü 1 0 —1 —I 0 5 ü 0 

Az utóbbi mátrixról már leolvasható, hogy rangja p— 2, hiszen a belöle 
képezhető valamennyi harmadrendű determináns €, dc van nem Ú másod- 
rendű aldeterminánsa. Ezért az adott négy véktor közültt csupán kettő leliei 
lineárisan független! (Hogy nem bármely kettő az, azt már tudjuk, hiszén 
láttuk, hogy x, És x. nem függetknek.) 


Figyeljük meg, hogy ha a vektor közül kf —w) számú lineárisan 
független van, ez nem jelenti azt, hogy bármely k számú Nneárisan 
független. 


5, Bizonyítsuk be, hogy na egy vektorrendszer vektorai között előfordul 
a zéruüsvektor, akkor ezek lincárisan összelüggnek! 
A Yi. Ves... Va vektorok lineárisan összefüggnek, ha a 


Curt éürYet...TEGY. E Ü 


egyenlőség úgy telicsül, hogy a c, égyütthatók valamelyike nem 4. Ha a v, vek- 
torok között előfordul a zérüsvéktör, akkor annak együtthatóját zérustól 
különbözőnek, az összes többit zérusnak választva, az előbbi egyenlőség úgy 
teljesül, hogy a c; együtthatók valamelyike nem zérus, ezéri a szóban forgó 
vektorok lincárisan összefüggnek. 


6. Mutassuk meg, hogy a háromdimenziós térben az x.—ÍL 2.17 és 
xsz11, 2.31", valamint az yiz[0, 0, 1]" és Y.—[£, 2, 5]" vektorok ugyanazi 
a síkot határozzák meg (fcszitik ki) (3. ábra). 

Mindkét vektorpár alkalmas egy-cgy sík (kétdimenziós tér) meghatározására, 
hiszen rátekintéssel látható, hogy lincárisan függetlének. 

Most már csak azt kell meemutatmi, hogy a teiszőleges x — mxXi Tt m4x. 
véktor kifejezhető az yi és Ya vektorokkkal és fordítva, l(élszöleges y — 
— nyi-btHigY, vektor kifejezhető az x, és x, vektorokkal. Ez valóban letet 
séges, Ugyanis 

Il 1 


s — Xp— — Xi; 
Yi F zt 7 1 


Y2 — 27x4— XI 
ÉS 
Xi — Y2—dvi; 


Xs — Y2— XYz 
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3. abra 
és igy 


j mixitmx, — (m-ra)ys— (dr Zra)Ya, 
LR 


l l 
HtiYitAzyyY s - Hak mu) Xg íz m-t ma) Hg . 


Ez geometriailag azt jelentt, hogy Yi és ya benne vannak az xi és xs által 
kreszátett sikban; ha tehát síkot feszítenek ki, akkor ez csak ugyanaz a sík 
ehet. 


7. Mutassuk meg, hogy az x,—[1,—1,19" és x,—[3,4,—2]" vektorok 
nem feszítik ki ugyanazt a síkot, mint az y,—[—2, 2, —23]" és v,—- [d 3. 1]" 
réklorök! 

. Mindkét vektorpár cgyregy sikot feszít ki a háromdimenziós térben, mert 
hneárisan függetlének (4. ábrak Az általuk meghatározott síkok azonban 


nem lehetnek azonosak, mert ez esetben mind y,, mind y, is kifejezhető volna 
az x4 és x, vektorokkal, pl. az 


Yi — Hi Ki tig Xg; 


I 


Ya ",Xi-ttH2Xz 
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X 4. abra 


alakban. Könnyű észrevenni, hogy Yy, — —2x.i. azanban a második egyenlel- 
ből a megfelelő koordínátákra felirt 


ezi Hitte; 
3 5-—-mitáAni; 
1 s Ha — ÉHa 


egyenletrendszer ellentmondó, ui. a két első egyenletet összeadva 1.—1 adódik, 
a két utolsót összeadva pedig a,— 2. Ezért Ya nem fejezhető ki az xi ÉS 2 
véektorokkal, vagyis a két sik nem azonos. 


B. Mutassuk meg, hogy ha a 7. Gyakorló feladatban az Yy—[9, 5, — 14" és 
y.5 [d 3. — I]! vektorokat ajduk meg, a két vektorpár ugyanazt a sikot fesziti ki! 
Most kifejezhető az Y, és Yz véktor az xy És X, vektorral, nevezetesen 


Yi -— 3xyt 2xs; Ya z XitXg. 
9. Legyen v2ozi0, —1,2])" a z-[d, 1.017, z.-[1, 0, 1. z.—[i. 1, II" bá- 
zisra vonatkoztatva (5. ábra). Mik v koordinátái az E bázisban? 
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5. ábra 


Most H—Z, ezért 


]l 1 6 Ü i 
Tr — Zv.—Íii ü I -11- fe. 
0 1 43 2 l 


Tehát ve—[1, 2. 17". 


10. Legyen un—f1, 2, ÍJ". Mik az u vektor koordinátái a ; . 
ki a ag slllbi ű a zZ- I, I, Üü I 
zsz[1, 0 IT. z.—[d. 1. 1]" bázisra vonatkoztatva? zi ; 


1 0 —I7TI ü 
u—-zuszf] 1 —-I JE "Ua 
-l 1! I]Í[[1 2 


ii 
(71-1-15-1e0, 
í 


CEL 


IZ — 


HZ em fm 
am 


és Így létezik 


—1 0 1 ! 0 —I 
z12-f-t 1! ol-i tí -i1 ol. 
I -1 —I —-1 it 


11. Légyen az E bázisban egy háromszö icsai 
vb ai E csuúcsatba mutató három hely- 
vektor u—il, 0, ül", v—[0, 2, 01", w—IÓ, 0, 3]". Mik a hárorn vektor koördi- 


E ábg b 1, ÉT, z2—[1, 1, —1]", 25—í1, —1,—1]" bázisra vonatkoztatva 
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12. Keressük meg a háromdimenziós E bázisban adott u:-12, — 1, 0jt, v— 
z[1,— 3, 51", w—[0, 0, 1]" vektorok koordinátáit a z,—[0, 1. 07, 2.—[1, 1, 1 
és z,— [3, 2, ITJ" bázisra vonatkoztatva (7. ábra)! 





x ő. abra 


A báziscsere málrixa BA Z-1E—77! Mivel 





]l il Il 
IZI7- [1 1 —-11] ——4 570, 
l —-E —t 
ezért 
I -a2 0 —2 
A, 1! — — — ü —2 2 
1 [-2 2 0 
Így 7. ábra 
j z 0 2]ífIl t 2 ú, 5 
uz z — 0 2 -2Íj0j—— 017 f0 [; A báziscsere mátrixa B— 7-1! E— 7-1, Mivel 
2-2 ojlo 2 0,5 
ü 1l 3 
(2 0 Ai [9 ki IZI-]1 1 2153-152540, 
vWz— 70 2-2][2j-7[ I [: 0 1 
112 -2 ojlo -al [-1 
czért 
ir Iz 0 2119 1 ű 1.5 1 [-1 2-1 
w. z —]0 2-2 d tszdrat Mad Endi Satásá 6 Z-!:—Íf-I 0 3]/, 
312 -2 ol[3 4 0 21 ) ag ej 
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és Így z 


7 H4H-er4-E 
KEREKE EBE 
at BAL 


13. Jelöle xz az x háromdimenziós véktornak a z,—[1, 1, 0)", z,—[1, Ő, 1]" 
2—[1, 1, 17" bázisra vonatkozó koordinátáit, Xxw ugyanennek a vektornak a 
w—[1, 1.2)", w.-[2, 2.11", w.—IEI, 2, 277 bázisra vonatkozó koordinátáit. 
Keressük meg azt a B mátrixot, amelyre 


ol - 





xw—- Bsz, 


vagyis hajtsuk végre az előírt báziscserét! 
A keresett B mátrix 





B—-W-IZ, 
ahol 
1 1 1 ]l 2 ! 
z-[ 0 1] és Wall 2 3[. 
ú I 7 2 1] 23 
Mivel 
l 2 1 
IWwI-iil 2 217-438-31—(444r427-7 03-70, 
2 l 3 


ezért létezik WV! mégpedig 


; b 2 —3 1 x B. ábra 
WWy-i 2 0 —1[. 
3].a a ag A báziscsere mátrixa 
Így úi 
1 : 3 Il 1 I rf-i 41 j B—W-iz 
8-WOZzg[/ a -1 I 0 1——fi 2 a 431. és ezzel 
o 1 a] Í3t 0-0 aw 7 Ba, . 
14. Legyen két háromdimenziós bázisunk z,—[I, 0, 01", z.—[1, 0, 19, zs I 1 1 0 1 1 
sz(1, 1, 1]", valamint w,—[Ú, 1, 01", w.e-fl, 2, 3)" , ws-(], —], 11". Ha az Z7-Í 0 (0 II, W-Í1 2 -1 
zz[], -2, -4p (8. ábra), határozzuk meg aw-t! Ü 1 1 0 3 JJ 
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Mivel 


5 
1 
3 
2 - 5 2 
; JE: -3[- ; 
0 —i t[ 32 


alat Tél 


2. Lintáris iranszformáriok 


4 
01 . 
2 


1. Legyen x — [dd.Xzs cs XT és Yy — [dd Sz. HM] az E, 
bázis által meghatározott n-dimenziós vektortér egy-egy vektora. 
Tegyük fel, hogy x és y (E,-re vonatkozói koordinátái között 
a következő összefüggések állnak fenn: 


YX — duXxi-Hűrzgűéz E... Fax 
Ya — da1X1-t dazXa -t kak -H enn; 
Ya — doxit deexz tr. dns 


vagy röviden 
Yy- Ax, 


ahol A —[d.]. Az előbbi egyenletrendszer egy transzformációi 
(ieképezésti fejez ki, amely az n-dimenziós vektortér x vektorát 
y vektorába, az x vektor ún. képébe viszi át, A transzformáció 
megadható az együtthatók A mátrixával, 

Ha ez a transzformáció az x, vektort az yi, vektorba, az x; 
vektort pedig az ya vektorba viszi át, akkor tetszőleges a, b valós 
számok esetén az ax,--bx, vektort az ay, -t Gy, vektorba viszi al, 
ezért linedris transzformációnak nevezzük. 
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A lineáris transzformációt regulárisnak vagy nemszingulárisnak 
nevezzük, ha különböző x vektorok képe mindig különböző; egyéb- 
ként a lineáris transzformáció szinguláris. Belátható, hogy a lineáris 
(ranszformáció akkor nemszinguláris, ha a transzlormáció együtt- 
hatómátrixa (röviden: málrixaj nemszinguláris. Egy nemszin- 
guláris lineáris transzformáció lineárisan független vektorokat 
lineárisan független vektorokba visz át és lineárisan összefüggőket 
[neárisan összefüggőkbe. 

Ha az n-dimenziós vektortérben az A mátrixszal megadott 
hneáris transzformáció az x vektort az v vektorba, a B lineáris 
transzformació az y vektort a z vektorba, a € lineáris tIranszfor- 
máció pedig a z vektort a v vektorba viszi át, és így tovább, akkor 


(BÁljx—z; 
(CBÁjx—v, 


vagyis több lineáris transzformáció egymás utáni végrehajtása egyetlen 
lineáris transzformációval pótolható, amelynek mátrixa az egyes transz- 
formációk mátrixának olyan szorzata, amelyben a következő transzlor- 
máció mátrixával mindig balról szorzódik a megelőző transzformáció 
mátrixa, 

Ha az A mátrnixszal adott lineáris transzformáció nemszinguláris, ak- 
kor létezik az egyértelműen meghatározott 


xzáAá ly 


inverz transzformáció, és ez az y képvektorhoz az eredeti x vektort 
rendelt. A tárgy- és képvekterok között kölcsönösen egyértelmű 
megfeleltetés áll fenn. 

2. A ferezet elején felírt egyenletrendszer felfogható nemcsak 
úgy, mint két vektornak azonos bázisra vonatkozó koordinátái 
közötti összefüggés, hanem úgy 15, mint ugyanazon vektornak két 
különböző bázisra vonatkozó koordinátái közötti összefüggés. 
Ilyenkor a lineáris transzformació koordinátarendszer-transzfor- 
mációt, azaz baziséserét jelent, mégpedig A az áttérési IMÁAÍrix 
arra az új bázisra, mely x-et y-ba viszi át, és A"! az az áttérési 
mátrix, mely y-t visszatranszformálta x-be. 

3. Legyen a Z bázisban adott x.. vektornak az A matrixszal 
megadott lineáris transzformáció végrehajtása utáni képe y-, 
azaz yz 7 Axz. Hajtsunk végre bázíiscserét, és legyenek x. és Yz 
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új W bázisra vonatkoztatott koordinátái xw És Yw Ekkor létezik aj Az E bázisról a W bázisra áttérve, a báziscsere mátrixa 
egy olyan B mátrix, mégpedig B —- WZ, hogy xy — Bx, és 8—W ", ahol az áttérési mátrix, 
Y w By,, továbbá 


1 Il 1 
xz-B "xy és Yy2— B! yyw. Wh-Í2—-1 —i 
1 2 —I 
Az utóbbit felhasználva : . po. I 
nemszinguláris, mert determinánsa IW]— 9, így 
Yy — BY Báx. BAB !xy—€Cxy, 3 3 Ö 
. így az új rendszerben az yz — Axz íranszformaációnak az B—W"—-2j1-2 3 
5 —1 —3 
w ÜXwy F . 
Az x vektor képe y— Ax alapján: 
transzformáció felel meg, ahol I 1 3113 g 
C—BAB-!. Ye—mfl 2 Íf]01— (56, 
3 2 
Az A és C mátrixokal, amelyekre ili. a W bázisra vonatkoztatva: 
C€ — BAB-! I 3 3 6  0[[9 ! 42 
. . , — WWW! — — — — 
és ahol B nemszinguláris, hasanió marrixoknak, az A és C transz- 1w YE 9 ; 2 3Í[ a 29 j ; 
formációkat Agsontó transzformáacióknak nevezzük. -i —3][/ 19 
Be lehet bizonyítani, hogy két mátrix hasonlóságának ez a 14 30 191 
definiciója egyenértékü a [57. oldalon adott definícióval. jiezíiíg er gt g 
Tekintsük pi. a E bázisban az xy — [3, 0, 2] vektort és az 
b) Az új W bázisbeli transzformáció mátrixa: 


C 5 WIAW. 


Il I] 3 
Azmíil 2 Il 
l 3 2 


mátrixszal adott lineáris transzformációt. Legyen a vektortér 
egy új bázisa a w, —ÍL, 2, IF, w.—[1, —1, 27 és w,—[1, —1, -IF 
vektorokkal adott. a) Határozzuk meg az x vektor képének 
koordinátáit a W bázisra vonatkoztatva! b! Keressük meg az 
Yr 7 Áxk transzformációnak megfelelő yp s Cxy transzformációt! 
c) Ezt az eredményünket felhasználva keressük meg xy képét; 
Ywt! 
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Ebből 
I J6 21 —]5 
C—g 21] IG —II 
—3 23 —l 
c) Mivel 
Yw—- Üxy; 
határozzuk meg előbb Xy-i 
3 [7 - , [9 j 
vez]! 2 3110 ri 91—- [1 
—] —31 [2 9 l 
gy 
j 36 21 —I5Í11 Í 42 
Yw-Cxy-g 21 10 —IlIÍTI -g 201 , 
-3 23 —-Iill 19 
vagyis 
- [z 20 19[ 
wzlz 9 7] 


mint az élőbb már láttuk! 

EFredményünk azt ís mutatja, hogy a báziscsere és 
transzformáció műveletei felcserélhetők. 

Több speciális lineáris transzforrnáció mátriza a Gyakorló 
feladatok között szerepel. 


a lineáris 


(gyakorló leladatok 


1. Tekintsük az (x,y) sik egy tetszőleges Pic; y) pontját. Tükrözzük ezt a 
pontot az x-téngelyre. Mik a tükörkép koordinátái? Írjuk fel a rükrözést jelentő 
utasítást mátrix alakban! 


TIT. Megoldás: 

P(x: vyb-nak az xetengelyre velt tükörképe Pűx; — yi; más jelöléssel p- 
z-[x, y]"-nak az x-tengelyre vett tükörképe p—[x, YT 5lx, —y]" (8. ábra); 
ez azt jelenti, hogy 

x —-— Lex tüey; 


y — 0-x- ey 
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Péxiy) 
Pp 
u 
uj elv 1 x Xx 
07 vás 
B 5. ; 
PGY] 9. ábra 


kell legyen, amiből a transzlormáció mátrixa iéolvasható : 


r.-[/ 1] 


valóban 


B-b JE] 


T.-et az x-tengelyre rükröző mátrixaak szokás nevezni. 
Világos, hogy kélszer egymás ulán tükrözve a P pontot az x 
eredeti pontba jutunk, ami a 


rez] 11-b 1 - e 


mátrix ból is látszik. 
tt. Megoldás: 


A feladat megfogalmazható így is: Tekintsük a Pfx; y) pontot az ey [1, ül", 
ce— 0, 11" síkbeli derékszögű koordináta-réndszérben (bázisban), majd for- 
dítsuk meg az y-tengely irányítását, azaz térjünk át az e1—[1, Üj", e2—[0, — IJ" 
koordinátarendszerre (bázisra) és határozzuk meg P koordinátáit éz új rendszer- 
re vonatkoztatval 

Az áttérési rmmátrix 


ved] 


-tengelyre, az 
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nemszinguláris, mert IWI — —[; így a báziscsere mátrixa 
B-w-i..[-1 0 - [/ 0] 
üt I 0 —] 
és ezzel 


--vb 9-3 


rrunt előbb 15 láttuk. 
A transzformáció (báziscsere)j mátrixa és az áttérési mátrix most meg- 
egyezik CT,—W), mert (T.$-E, és így W-T-7! —- T2!-(T j"zT 


2. Mutassuk meg, hogy ha a P(x; y) pontot az y-tengelyre tükrözzük, a 
transzformáció mátrixa 


.-[57. 
és ugyanez a báziscsere mátrixa 15. 
Ha P(x; yy tükörképe Pf(x; w), a transzformációs egyenletek 
x 5 —-1-x30-y; 
— Oextlegy, 


és ebből T, már feolvasható. 
Az áttérési mátrix 


wa[// HÉ 
0 1 


és a báziscsere mátrixa 


B-w-a..f 0f.[-I 50 
Ü —-1 0 1 


3. Tükrözzük a F(— 2; 3) pontot az origóra (10. ábra). 

P-nek az origóra való tükrözését pl. úgy állíthatjuk elő, hogy előbb az -x-, 
majd az y-tengelyre tükrözzük. A transzlormáció mátrixa tehát — az előző 
két feladat eredményét felhasználva — 


roz T Tr [79 illo cet s ai] 


és ennek segítségével 


r-t il [- 3] 
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P(2;-3) 10. ábra 


4. Tükrözzük a PCx;y) pontot az y—x szögfelező egyenesre! Írjuk fel a 
tükrözőmátrixot és a báziscsere mátrixát! 


Az yz.x egyenesre tükrözés azt jelenti, hogy a koordináták szerepet cse- 
rélnek (11. ábraj, azaz 


I, 


xX 


11 


Ú-x-- Így; 


Éj 


vy so 1-x4ü-y, 
tehát 


T LL 7 [ ! a 
l 6 
Valóban 


vam JEJ- E 


A koördíinátarendszer-transzformáció most a koordinátarendszer tenge- 
lyeinek megcserélését jelenti, tehát az új bázis az ej—[fü, 1" és ez— FI, ül" 
egységvektorból áll. Így 


vh] 
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Az áttérési mátrix most; 


w-[ 9 -] , inverze W-1z-/? ! , 
—1 0 1 0 


s] 4 —I[/ 
-i 0 


b. Fükrözzük a P(— 2; 3) nonlot az y — —x egyenesre, és írjuk fel a tükör- 
kép koordinátáit! 


lEY 





11. ábra 


0 —Ii Ü 1 
VVL sz — — — B, 
[. l a] ; 9] 
és ezzel 
I A 0 1] x y 
— - B — mz a 
j b v [; §J b] bi 
mint azt már láttuk. 
A. báziscsere B mátrixa T, alapján azonnal felírható, hiszen 8—T7". 





12. ábra 


Z. Mutassuk meg, hogy az y — —x szögfelezőre való tükrözés T, mátrixa 


0 —I 
ml] 0 
alakú, és hogy ilyen alakú a báziscsere HB mátrixa is! I i 
Ha Píx: y) tükörképe Pf(x;y), akkor a transzformáció egyenletei most 


Ha a P" tükörkép koordínátán (ax; yb jelöli (12. ábra), akkor 


9-Ldr]- [8] 


lehát P(—3: 3. 


x s 0-x—ley; A v: fv, v.]" irányvektorú egyenesre való tükrözés mátrixa 
yY —-—1-x-4Ű-y, 
tehát T — 2vovt—E, 
0 —] 
d: — [5 o] ahol va a v irányú egységyvektort jelenti, 


vi 213 


Ha ut. az x vektornak a va egységvektor egyenesére vett tükör- 
képe x, akkor az x vektornak a v, irányvektorra eső vetületét 
kétfélermódon felírva: 


X-BX" — 2ygvax, 
és ebből a tükörkép: 
— Ex. 


X —2vgygx—x — íly 


A zárójelből pedig a transzlormáció T mátrixa leolvasható. 
A kétdimenziós esetben, ha vo—[Ó.., 6.1, akkor 


1 


- [di 7221 -T, 1 Hál 
— I2wyv 2vi 0 1 0  [f207 


via ij 
mert vi-kizzs d. 


Hi kp. s[? Ki 
FT — 2vgva E 29 oo] h 


A háromdimenziós esetben, ha vh: [D.. Uz, val", akkor 
EA 1 0 0 
T — 29 — E — 2 v [61 . Va, Va] — Ú 1 Ül —— 
0 ű I 
2pi — 2ZwV. 2V1Uz 1 0 0 
— Za Ur 20 he vi ü l Ó — 
ZV.D, ZU 0 ü 1 
01—v3— vi 20 öz Zv1 Vg 
— 240 02—18—0i Zv.va, Í., 
Ív 6 209 Va v4—17— 1 


mert véte tig s l. 
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aa I 
7. Tükrözzük a P(3; 2) pontot az ye x egyenesre (13. ábra), és írjuk fel 


a tükörkép koordinátáit! 
Feladatunkban v —[5, IF, és mivel v abszolút értéke 


- VSERTT — V26 , 


ezért 


1 7] 
V26 26 





13. á bra 


5 12 
sz li] -z]i ls 


A tükörkép koordinátát tehát: 


12 a 46 
y 5 12] LL g 
13 13 13 
alapján 
: 46. 7) 
13. 13 
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Figyeljük meg, hogy a T tükrözőmátrix determinánsának 


Eljárhattunk volna úgy is, hogy a T transzformáció inverzét határozzuk meg, 
értéke —l], csakúgy, mint az előző tükrözőmátrixoké. 


de tükrözés esetében világos, hogy T— T-L Valóban 


8. Egy P pontnak az y ——2x egyenesre vett tükörképe a P(—4.—3 
pont (14. ábra). Mik az eredeti pont koordinátái? 


T-! ——I 


alá dt 


3. Tükrözzük az y—3x egyenesre a p-[2, 1]! vektort (15. ábra). Írjuk 
(el a tükörkép koordinátáit! 





14. ábra 


L.J 
Áz y 5 —2r Egyenes Ya — by , 75] egységnyi  irányvektorára 
való tükrözés mátrixa 





Il 4 2 3 4 
.[ ( 7) 4 al ba 3 
5 5 5 5 5 Az y—jx egyenes egységnyi hosszúságú irányveklora va s Hi 7] : 
. GYANANT - He [ú , 
Nyilvánvaló, hogy P" tükörképe P, vagyis (PVY—- P, ezért a tükrözés mátrixa tehát: HIG 10 
3 4 
y 4 311-2 v. Tf lú I0 lú 5 5 
S 5 nd 2! 3 4 
alapján P(4; 2). 1010 40 $.5 
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A tükrözendő egyenes írányvektora usÍ2, 5], ennek tükörképe pedig 
Az adott vektor tükörképe: 


, 21 20 121 
5 5 NN EE [j .] 29 
p - b] sz H — bal 70 nil 85 
jo. 23 "2 29 
5 5 
85 


Tehát p—[2, 1], tükörképe p—[— 1, 21". lgy a tukörkép egyenlelé v — -Ta7 Xx. 
11. Tükrözzük az y e2x egyenesre az (x—3Yt(y—2y 51 egyenletű kört 


10. Tükrözzük az yeÜ dx egyenesre az ys5x egyenest (16. ábra). Írjuk 
(17. ábra), és határozzuk meg a tükörkép egyenletét! 


[él a tükörkép égyenletét! 





16. ábra 





17. ábra 
Mivel a tükörkép ugyancsak az origón áthaladó egyenes, élégendő irány A tükröző egyenes irányvektora ve [1, 2)", egységvektoraá 


vektorát meghatároznunk. Az yzÜ4x egyenes irányvekiora v—g ki , 


vég 


ennek egységvektora vo-— E , érj É így a tükrözés mátrixa : 
Y29  V29 a tükrözőmálrix ! 
S 4 0] fd 2 5-5 ll 5 
— [29 29 2] 2 2 - - i 
— b 10 4 zsb hó ne ak TI 4 5 
MET 70 HÉT" 78 739 5 5 3 5 5 
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Mivel az eredeti kör és tükörképe egybevágó, elegendő a tükörkép közép- A tükröző égyénés irányvektora v-[—d., 3]". ennek egységvektora 
pontjának koordinátáit meghatározni. Az eredeti kör középpontja C(3; 9), 4 31" A tükcözés mátri hát: 
a középpont C" fikörképének koardinátái vez jee og [9 tükrözés málrixa tehát. 
4 1 
-z ri 7 l4 §9 2 53) Fi 24 
F ] - b] - , ral25 25 25 25 25 
4 3 — - 
7 7 - ( 55) 39 ló 24 gi 
25 25 25 23 25 
ért a tükörké ] 
szert a tukörkép egyenfele A háromszög csúcsainak tükörképe rendre: 
E 16] a [/ 73) s]. el ú ús ül s all ha dí -44], a ( 44 25) 
d; 23 — 1176 25" 25 F 
12. Tükrözzük z—- A(4; 3), B(—6;— 93), C(2; —6 
ük az y fi x egyenesre az (4. 3), B( 1, C( § b. ] -28 (30 33 
csúcspontú háromszöget (18. ábra). Határozzuk meg a tükörkép csúcsport- bh. — zzz ros[ "ráta § 


jainak koordinátáit! 
[e E Hi 2 ad 1. rfe e: Éz -s]) 
cl 25 25 25 25 
13. Milyén új bázisra való áttéréssel érhelő el, hogy az előbbi feladat 
A(4. 3), B(— 6; — 3, C(í2Z; — 6) pontjainak az y — - a egyenesre való tükör- 
képét kapjuk meg? 


Az áttérési Fmmülrix : 


ri 24 7 24 
25 28 25 29 
s T ! IZ I s s 
24 ri) 24 7 
25 25 025 25 
tehát az új bázis bázisvektorai — a régi bázisra vonatkozó koordinálákkal ki- 
Ícjezve — 
; ri 241" 
ess [zz 7zz 
25 2 
és 
, [ 24 ri hi 
Úg mt e —ö — § 
25 25 


Vagyis ha az ef, eg bázis által meghatározott koordinátarendszerben ábrá- 
zoljuk (18. ábra) az A(4; 30; B(— ő; — 31; C(2; — 6) csúcspontok által megha- 
tározott háromszöget, akkor ez éppen tükörképe lesz az eredeti háromszög- 
18. ábra — nek. 
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14. Tükrözzük a FPíx;wy;z) pontot, ill. a p—íx, v, z)" vektort a) az (x,y 
sikra, 6) az ív, z) sikra, c) az (x, r) sikra! Írjuk fel a transzformációk mátrixát! 


al £ Megoldás: 


Ha a tükörkép jelölése P(x"; v; 27], akkor a térbeli derékszögű koordinála- 
rendszerben 


Fr F a 


x-x; y-y; 2 -—z, 
tehát az előírt transzformáció (tükrözés az (x, y) síkra) mátrixa 
lú 0 
T., lo a ol. 
Ú Ú -I 


I Megoldás: 


Ha a tIranszíormációt 
e, [1, 0, 0)", e,— [0, I, új", e,— 
és- [0 0, a ly 


báziscsérévél akarjuk mégüldani, akkor az 
[0, 0, 1]" bázisról az e17[], 0.01", és— [0, I, 0)", 
bázisra kell áttérnünk. Felhasználva ui., hogy IT.. — 1, 


I 
w-a-[7 5 0 - ba o] - B, 
0 0 —1 


cs ebből az új bázis vektorai már leotvashatók. 
6) Az (y, z) sikra való tükrözéskor xx ——x; v—wy; z —z, ezért az ív, z) 
sikra való tükrözés mátrixa 


-1 40 6 
T.,sÍ 010 
0 0 1 


,- 


c) Az (x,z) sikra való tükrözésköor x—x; ys-—w; z—z, ezért az íx, z) 
sikra való tükrözés mátrixa 


1 00 
T.. 10 —1 ol. 
0 0 1 


15. Tükrözzük a .P(I; 2; 1) pontot előbb az (x, py), majd az íx, z) sikra! 
Írjuk fel a tükörkép koordinátáit! 
Az (x,y) sikra való tükrözés után: 


x l ü OÜTTi 1 
]-b 10 21 -] 2], 
Ir ü üÜü -] Í —- 1 


Zöz 


az (x, z) sikra való tükrözés után: 


erős lar 


a keresett tükörkép tehát Ff(I; — 2; —1) (19. ábrak 


a PE 2; 1) 





19. ábra 


16. Tükrözzük a Fic;y;z) pontot al az x-tengelyre, 54 az y-tengelyre, 
c) a z-tengelyre. Írjuk fel a transzformációk mátrixát és a tükörképek koöör- 
dinátáit! 

al Az x-tengelyre való tükrözés (az x-tengely körüli 1807-os elforgatás) 
két sikra való tükrözéssel ís elérhető, mégpedig előbb az Éx, Yy), majd az. (x, z) 
sikra való tükrözéssel, vagy forditva (19. ábra), A két, egymás után végréhaj- 
tott sikra való tükrözés máltrixának szorzata adja a tengélyre való tükrözés 


méátrixát: 
1 0 0 
6-1] 01—-—T.. 


dé 1-9: o] - jé o] - 
0 Űü -I ü ÚÜú —-I 


283 


Ha a tükörkép koordinátái te, v", z), akkor és így P" koordinátái 


x a 
y ; (a . y — . a 
z ú 6 a 2! a 4 az 
bi Az petengelyre való tükrözés mátrixa az előzőkhöz hasonlóan 18. Tükrözzük az er—[1,0,0J" vektort az xzyzz egyenesre (21. ábra), 
1 6 01rf—-I 0 0 —al 0 0 és írjuk fel a tűükörkép koordinátáit! 
T,—T. T.i il 6 0 1 01—i 0 1 OÜ[; 
0 0 —I 0 ü I 0 ú —I 


c) a z-tengélyre való tükrözés mátrixa pedig: 


Il ú 0)j[([—-1 § 6 
T, — T..-T. — ü -] 4 új I Ü 


—1 5 4 0 
0 —] 0]. 
b ü ] 0 0 1 0 Ü 7 


17. Írjuk fel a P(x;y;zd pont origóra vett tükörképének koordinátáit! 





Ax 


Az adolt egyenes irányvéktora v-—[l,1,1]"; ennek egységvektora 





vaz "EN , 7 . 77 . A tükrözési leíró mátrix 
7) új ll 40 0 a l 1 I ll 4 0 
T — 7 (1, lt I j —- 3] 1 ]-b l r — 

20, ábra I ü ű 1 Il 1 1 0 ü I 
1 2 2 
Mivel az origóra való tükrözés a három koöördinátasikra vett tükrözés A 3 3 
egymás utáni végrehajtásával állítható elő (20. ábra), az origára tükrözés 1. 1 p) 

mátrixa — — —-—.  -l[. 

aF 0 , 0 3 3 3 
Ü 0 0 1 o o —1 0 ca go og og 


Az e, vektor képe tehát: Az adott egyenes irányvektora v— [2 —3, IT, ennek egységvektora 


elre ra val 


. Így a tükörzés mátrixa 


1 2 2 1 
3 3 3 3 5. 2 l 0 0 1 4 —-á 2 ll ú €ü 
2 ai  a2jf 2 Ta [-31(2-3.1-j0 1 012—-[-6 9 -3f-[o 1 o[- 
e-Te-]l 5 -— lla-i 2], j] 00 1 2-3 a] [lo o : 
3 3 3 0 3 
2 2 1 2 - ő 2 
3 3 3 3 [/ 
ő p. 3 
Azaz z ff — —a  — —al , 
7 Fi Fi 
[7 5 3] r 2 3 6 
7 Fi ri ri 
19. Tükrözzük a p—[2, —1, 3" vektort az xz2r; y  —3r; 2—r egyenlet- . A p vektor képének koordinátái ezért: 
rendszerrel adott egyenesre (22. ábraj! Határozzuk meg a tükörkép koördi- 
nátáit! va 6 2 6 
7 ? fi ri 
í v- [7 2.23 f 2 
— sz —r — — —.—r tn ee — fs 
z Fi 7 7 7 7 
2 3 6 1 
Tt 7 TT og 
azaz 
, 6 3 o nur 
elm Tt 7[/ 


Figyeljük meg, hogy valamennyi tükrözőmátrix determinánsá- 
nak értéke — 1! 


20.  Nyújtsuk meg a ps: [2 4)" vektor első koórdinátáját háromszorosára, 
második koordinátáját pedig zsugorítsuk a felére (23. ábra). Írjuk fel a köor- 
dináták tetszőleges nyújtását fzsugorításár]) jelentő transzformáció mátrixát! 


f. Megoldás: 
Ha a p vektor képc a p—Íx,y) vektor, a transzformáció az 
xX sz 3x-HÚ-y; 





i 
f — ü. leli 
32. ábra zet 
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"mel, 


23. abra 


egyenletek teljesülését jelenti. A transzformáció málrixa 


Vvalaban 
3 0 
9-Í JEI- e 
y 0 54 2 
2 


H. Megoldas: 
Ha a feladatot báziscserével óhajtjuk megoldani, a W—IN-! áttérési mát- 


rixot keli meghatároznunk, Mivei (NI1-—-ü, létezik IN-!, mégpedig 


1 
8 ú ú 


— W, 


2 — 
Nösg [onczmnd 3 
Ü 


2 
ü 3 2 
Az új bázis vektorai tehát er—[4., 0)" és ez—[0, 277. Ebben a rendszerben 
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pz- (2, 4)" koordinátái valóban p.-jő, 2]"., mert a 


: 2 0 3 0 
B8—-W ze i — l 
ü 7 Ü — 


2 
mairixszal 


vs] 1]E- E 


Hasonlóképpen belátható, hogy két dimenzióban az 


kk, 0 
v-[/ ku] 


ili. három dimenzióban az 


kh 0 0 
N-i10 k, 0 
0 0 k, 


málrixszal olyan transzformáció írható le, amely az eredeti vektor 
koordinátált az x-, y-, z-tengely irányában rendre £,-, Ko-, ka-szo- 
rosára nyújtja (zsugorítja). 

Ha k;—1 (7— 1, 2, 3), akkor a meglelelő koordináta nyújtásáról, 
ha 0-—-k,-:1, akkor zsugorításáról van szó. 

Külön felhívjuk a figyelmet aira, hogy az ilyen — általunk 
koordinátanyújtásnak nevezett — speciális lineáris transzformáció 
nem jelenti a vektor (szokott értelemben vett) nyújtását (kivéve, 
ha k,—k.—ka) hiszen a vektor hosszán kívül annak irányát is 
megváltoztatja. 

Figyeijük meg, hogy a nyújtást (zsugorítástj kifejező mátrix 
determinánsának értéke általában nem 1, vagy —l. 


21. Keressünk . olyan  koordíiínátanyújtást leíró mátrixot, amely a 
p-[—2, —2, 11" vektort a pzdő, 1, 37" vektorba viszi át, Mibe viszi ál ez 
a transzlormáció a g—[I, 4, —2]" vektort? 

Azt követeljük ichát, hogy —2k,—3, —2£,5 1, k,—3 légyen, 

Ebből 


3 ] 
kis egi ka— sm k,z3, 
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és így a transzformáció mátrixa 


3 
—— 0 Ú 
2 
—— A 
Nzf g .-. ag 
Ü ü 3 
Ez az adott a vektort a 
d 
—— 0 HÜ 3 
kai 2 1 — — 
: Ír] -- 1 al-t 
"le tt 9 77 "l-] [72 
z — 6 
ú) 0 3 


vektorba viszi át. 


22. Forgassuk el a P(x; y) pontot az origó körül w, majd (—9) szöggel. 
Határozzuk meg a transzformációk mátrixát! Legyen p hégyesszüg! 


24. ábra 





Jelölje az elforgatott pont koordinátáit P(x ;y); akkor a M. ábrán lát- 
ható derékszögű háromszögekből 0P— OP" miatt 


xz0P"cosl(atwg) — OP ícos a. cos p—sin a sin pw) s xc059—y SIN Pp; 


yzOP"sin(arg) — 0P (sin a. c05 p-4cos a sin p) — FCOS FX sin pg 


Belátható, hogy ugyanezt kapjuk, ha p tetszőleges szög. 
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A p szöggel való forgatás transzformációs mátrixa tehát 


F — ose — SIN ép 
— ing  coso[/ 


Az F mátrixot síkbeli forgatómátrixnak szokás nevezni. Érdemes 
merpfigyelmi, hogy IFj— 1. 
A (—gp)-szöggel való elforgatás mátrixa ennek megfelelően 


COSP SIN 
—sinp  cosg[/ 


ami — mint egyszerűen belátható — éppen F7! Ez összhangban 
van azzal, hogy a e szöggel való elforgatás inverz művelete a — ep 
szöggel való forgatás, vagyis a visszaforgatás. 


23. Forgassuk cl a FP(—3; 2) pontot pz 307-kal az origő körül, és írjuk 
fel az elforgatott pont koordinátáit! 
A transzformáció málrixa most 


3 2 

px [09530 — sin 307 2 l 
snJ30 — cos 30" I K3 " 

2 T 

és eszel 

K3o1 33) 

D-T arel ; 

y 1 ya p. 3 h 

TI 7 -zth8 


VÁEYIS pr (-B-n r3-ő] 
24. Írjuk fel a 1807-kal való elforgatás mátrixát! 
F [os 1807 —sinls6e] [-i1 0 
sin 1807 cos 1807 0 —-1[/ 


Vegyük észre, hogy ez megegyezik az origóra való tükrözés mátrixával. Ny il- 
ványvaló, hogy a két művelet ugyanazt eredményezi, 
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Az egymás után végrehajtott két transzformáció mátrixa: 


1 3 


Eddigi feladataink megoklását áttekintve figyeljük meg, hogy 
a területtartó transzformációk (tükrözés, forgatás) mátrixai deter- 
0 211 va 1 FK3 -i[7 
2 7 


minánsának abszolút értéke 1. Belátható, hogy ez általában is igaz. 


25. Forgassunk el egy tetszőleges P(x; y) pontot egyszer előbb s, majd § 
szöggel, másszor meg egyszerre x1 ő szöggel! Írjuk fel a leképezések mátrixát! 
Az első esetben a iranszformáció mátrixa a két transzlormáció rnáltrixának 

vagy ordított sorrendben 


!- 


b2-[8 5] 


a szorzata: 
F. — cos 8 —sin § [ose vsnaj - 
: sin8  cosÉllsina 9 cose 
cos a cos f—sin ec sin §  —sin a cos 8— cos a sin B 7 HÜ 
cosasin ftsinacos b —sin a sin ft cos a cos A FN — 
Vo 1 
4 2 
ami azt jelenti, hogy ebben az esetben mindegy, hogy előbb forgatunk és 
azután nyújtunk, vagy fordítva. A sorrend nem cserélhető meg akkor, ha a 
nyújtás az egyés tengelyek mentén nem azonos mérlékű.-: 


Bebizonyítható, hogy a vo—[vj, v2, ux]t irányvektorú egye- 


A második csetbhen: 
nes mint tengely körüli a szöggel történő elforgatás mátrixa: 


cosia-tó —sintfat 8 
costae 8] 


[7 
siníia-k AB) 
Mivel F, és F. ugyanazt a iranszformációt jelenti, ezért a két mátrix egyenlő, 
és Így adódnak az alábbi ismert összefüggések : 
cos (r-4 A) z cos a cos A—sin a sin fi; 
l ú 0 Ú —tz; 4, 
sin (at A) — sin a cos 8-4cos a sin f. F-f10 1 0f3i v, 0 —ovl sink 
, a . ar ra a Ú (4 i — Va VI ü 
26. Forgassuk el a sik tetszőleges p-íÍx, y]" vektorát az origó körül 1707- 
kal, majd nyújtsuk meg a kapott vektort kétszeresére. Írjuk fel a transzformá- 
ció (forgatva nyúriás ) mátrixát! 2 9 
A 120--kai való forgatást leíró mátrix : I — 02— Va Di Ug b Ú7 
-- VI Va — vi — u Ua Us Él — füs ar). 
vi Dj Us VaVy  —10f—nú 
27. Forgassuk ela ?f—2; L; 3) pontot az x— —t, y— 24, 27 —2t egyenletű ten- 
gely körül 607-kal. Írjuk fel az elforgatott P" pont koordinátáit! 


2 
Feladatunkban v s j—1, 2, —2] ; ennek megfelelően 


Í 
cos 1207" — sin 12088 Hl Z 
31 
2 2 
]l 2 5] 
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F- ! ; 
sni20" cosla 


a kétszeres nyujtást leíró rnátrix : 
s-f 9. 
üű 2 
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Így 28. Mi lesz az A(Z; 19, A(á; 1), CX3; 2), D(2; 2) csúcspontokkal megadott 
7 2 négyzet képe (25. ábraj, ha rá az 
1 — 
3 3  h 2 
bt ü ü úJ a -[/ j] 
F — o ; o]: og Ű a sin 607 a máirixszal adott transzformációt alkalmazzuk? 
2 1 
—-—— 0 Ő 4 
3 3 
4 4 2 2 
úg 9 gi k 
D c" 
2 t 4 4 
kr! —-— — -— 1 (1—cos 60") — 
g ga 44 
a 4 1 4 A 
ú ag gú 9 
——e— e e kk —539L gy. 
, B Bf .r j 
a og 9 g 
l 6 0 
—a lo i ol-I. B o Blal.l (5 .2]- I 
ya É3 o l 7 £ A négyzet négy csúcsának képe: 
3 6 9. Yg gy I 
S 3Y3-1 3F3-4I az 6 1] 17 lé 
ü a g 
b; 1 2113 5 : ; 
- sz , va BíIS5.1h 
are s a-d. elelő 11K- E] ses 26 
9 18 18 [8] - [ 1] b] Hi L ( vagyis CI: 2): 
1-3 —3/3--4 13 cg d 112 2 
a 18 18 9] — 11 ] b] — b vagyis D(á:32) 
I 10 643—-2 — 6F34-2 da) Lo a1jl2] 126 ho 
— —1-—-6GY3—2 13 343—41. A transzformáció : a siknak az x-tengely mentén történő nyírása, 
lő 2-GY3  -3F3-4 13 amely a sík pontjainak ordinátáit nem, abszcisszájukat pedig 
S a pont helyzetétől függően változtatja. 
Az elforgatott pont koordinátái : 
x 1Ö 6GY3-2 6F342Í[r.2 24Y3—t6 29. Mutassuk meg, hogy pl. az 
/]-a — 643—2 13 3Y3-4 3: [[- -34315 ae [ 1] 
z 2-6GY3 —-3F3—4 13 3 943731 3 1 
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mátrix a siknak egy az v-tengely mentén való nyírását írja le. Szármiítással 
ellenőrizzük, hogy a 26. ábrán látható négyzet képe valóban az ábrán látható 
paralelogramma. 


30. Mibe viszi át az 


z496 





4 


44 





xX 


26. ábra 


mátrixszal adott lineáris transzformáció az A(1; 1], (2: Hb, CG; d) és Da: 3 


csúcsoontú négyzetet? 


ál b 147 4] így 48; 4); 
u] b 11REAHÉ igy CS; 7); 
(6]- b JE]- lá igy C(6; 8); 
HET HIHKÁHE igy D(4; 5). 


A 27. ábrán látható, hogy az ABCD négyzet képe paralelogramma. 





x ZT. ábra 


207 


Az a vektornak az u vektorra eső merőleges vetületét (mint vektort) 
megadó 


a, — (Auju 


képletet átalakítva belátható, hogy az 
merőlegesen verítő P projektormátrix 


u—[4dd, ug. üsP vektorra 


P — alat uj tat 
alakú. 


31. Vetltsük a P(l; —2; — 1) pontot merőlégesén az x— ét, vsz 3t, z — —2i 
egyenesre (28. ábra). Írjuk fel a P" vétület koordinátáit! 


"P(p-25-1) 





28. ábra 
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Feladatunkban az adott egyenes irányveklora uzs[z, 3 


pi 
u"u s [2, 3, -aj r zs [7;, 


HW 2, Igy 


1 
(u uj! s —; 
29 17 


pf 2 pf 4 6-4 
P-—] 32.35 -2-—[ 6 9 -6[. 
í7[.2 17 1-4 -6 4 


A F pont vetületének koordinátái tehát 


x i th —d 
4-5 — 9 7. 
1" [7 4 -6 
3... 6.4 

177 IF a7F 


Könnyen ellenőrizheló, hogy FP valóban projektormátrix, hiszen 


; s 7 6 -4 
pe [/ . — g 7 e 
a —6 


alaptán ! — 


! 68 [02 —68 ( 4 ű§ -4 
— — fi 1027 153 -1I02f—-—l a 9 -6[-P, 
173 17 
—68 lül 68 -4 —-f§ 4 


továbbá a f/ pont valóban rajta van az adott égyenesén, és PP" merőleges 
az adott egyenéste, 


Az u és v vektorok síkjára merőlegesert vetítő P prajektorniárrix 


uty 1 

vív vt[/ 

Hasonlítsuk össze ezt a projektormátrixot a vektorra merőlegesen 
vetítő projektormátrixszal! 


P-n] [ey 


AZ. Vetilsük a FíZ: 
v—[—2, 
táit! 


: 3) pentot merőlegesen az u—b[(], —1]" és 
I, 3 vektorok által kifeszített sikra! Írjuk fel a vetület koordíná- 
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Feladatunkban 
Í 
u"uszÍl, 2, -aj 2] zs ő; 
—1 
my m-3 v"v5]4. 


Az ezekből az értékekből alkotott 
[ 6 —3 
—3 14 
mátrix inverze létezik, hiszen 


ő. 73 z 75 7 (Ü, 


3 dd 





és az inverz máirix 


l 114 a) 


1513 06 


Tehát a projektormátrix ;: 


I —21 , 
p-i 2 g 5: li b 2 a] 


8 9 26 7 -35 
I I 
- zs] 3 12jl K 2 1- s] 7 74 5] 
-s asikeé db AI 959 ag 5 ggg 


A F pont vetületének koordinátái : 


pi] ; 3 1" ál 1 3 cs 
yi- — 7 74 — 511-11-—[-4 
zi "1-ss s soll 3] ÖL 55 
4 3 
alapján PF 4-—-—; ——; Ah. 
pi ( ; ; ) 
Figyeljük meg, hogy a projeéktormátrixok determinánsa 0. 


Ez természetes, hiszen különböző véktoroknak lehet azonos 
vetülete, a vetítés ezért szinguláris transzformáció, 
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33. Mutassuk meg, hogy az 


1 1 6 
nel 2 3 1 
—2 3 5 


mátrixszal adott lineáris transzformáció szinguláris. Igazoljuk, hogy a lingá- 


risan független v,—[1, 1, IT, v.—[2, 1, 27" és v.—II, 2, 3)" véktorok 
képvektorai lineárisan összefüggnek. 
Az adott vektorok valóban lineárisan függetlenek, mert a belülük képezhető 


l 2 I 
AzíÍíi i2 
1 2 3 


mátrix rangja 3, hiszen 








1 2 1 I 21 
lAlsÍíl 1 21-10-11 1 - [7 1--270. 
1 2 3] Jo 02 0 2 


A szóban forgó franszlormáció málrixának determinánsa 


I 1 ü 
z 3 1 
—-2Z 3 3 


lál — z 15—2—10-3 —0, 








tehát a (ranszformáció valóban szinguláris. 
Az adott vektorok képe: 


I 1 Üüjri 2 l 1 0j[2 3 
LEE 9-EP el 3E-B 
—2 3 5ÍL1 6 —2 3 5]I[2 9 
1 1 üjlfl 3 
v-] 23 1 21-be, 
—2 3 S5Í[3 19 


Azonnal látszik, hogy va a vi vektornak -4-szerese, tehát a két vektor nem 
lineárisan független. 


34. Vizsgáljuk meg hogy 
yi — 4x1— Xg; 
Y. — Xpt.Xg, 


XS —XitXi 


mi 


lineárisíranszformáció az A(4; 3; 3), (4.53) C(25; 3) D(Z.353), E(3,35), 
HA; S. 5), CG(2. 5, 5), A(Z; 3; 5) csúcspontu kockát mibe viszi át! 
A transzformáció nemszinguláris, mert 


2z § -] 
decAuti l iz 24-i —3zü. 
0 —t I 


ÁZ 
yz Áx 


egyenletből A kéréének, 4-nek koöördinátái 


ai z ü —-11[4 3 
aa -[ l 01131-—[7 
da 0-1] 1T]J[3 ÚJ 


Fáj 


20. abra 





alapján 4"(5; 70), és hasonló számítással: B(5.9.;E€2 CÖI;?T;- 2 
PCI, 5; 0), ELST 2 FG. 90, 6 (—I. 7.0 HL 5.2 
Mindkét testet ]. a 29. ábrán. 


35. Írjuk fel az előző feladatban szereplő transzformáció áttérési mátrixát, 
majd annak az E" bázisnak a bázisvektorait, amelyben az E bázisban adott 
ívesszőtlen) pontok koordinátái éppen a megfelelő vesszös pontok koordinár 
tárval egyenlők! 

Az áttérési mátrix [At—3 miatt 


Mi él HG HS 
w-A-r- [l-t 2 -il. 
ili 2 2 
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Az új E bázis bázisvektorai tehát: 


1 I 1 d 
€L7h— a a s a: 

"o hy 3" 3 
39t" 


, [- 2 
Én . TA má a HE a 
3 3 3 


5] 


Például az E bázisban adott A (3: 7: 8 pontnak az E bázíisban az 


eesle zdés b E 


alapján valóban az A(4; 3; 3) nönt felel meg. 

36. Legyenek a Z bázis bázisvektorai: z, — [0, —1, 2]"; z, — [4, 1, új; 
z; — [—2, 0, —áj", és valamely erre a bázisra vonatkozó lineáris transzformáció 
mátrixa: 


Írjuk fel annak a lineáris transzformációnak a C mátrixát, amely a 
wyz[(1, —1, 1]; v— (1, 0, —1]"; wz (I, 2, IT" új bázisban az A mátrixszal 
adott lineáris transzforrnációnak felel meg! 

Jelölje B a báziscserének, tehát annak a lineáris transzforrmmációnak a mát- 
rixát, amellyel a Z bázisban felirt tetszőleges x vektornak a Wy bázisra vonat- 
koöztatott kocrdináltát kiszámíthatók. Ez 


B-WY-1Z, 
ahol 


1 1 1 ü 4 —Z 
W5-Íf-l € 2] z- [- 1 01. 
1 -1 IT Z 0 —4 


IWI— 6, és így létezik 


(2-2 2 
w-irzcl3 o —s[. 
ó[r 2 iz 
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bázisra és utána ott alkalmazzuk a C transzformációt. Nyilvánvalóan ugyanarra a 
vektorra kell jutnunk. 
Egyrészt 


Ennek segítségével 





1 í 0]41 2. 
rz-z Av [0 1 11111— 21, 
1 0 ÜJLI d 
1 1 —215f2 2 
GW! z 6W-IZ, ve sBz7-l-i 2 il]21—-131. 
ü I —IÍI[4 l 
Másrészt 
1 1 —2]í(1 Ül 
vw:Bv.—[f—1 2 illi[-l2l, 
és Így a báziscsere mátrixa : 0 1] -1ÍITI ú 
l ij —2 í 0 2 Ü1FÜ0 1 a 2 
B-W-izZz7-[-Ii 2 1[. rwz Cry ezi 3 3 —-7[217-161- [3]. 
b 1] -—-1 —]i T 1í LV 2 I 
Ennek inverz mátrixa (felhasználva, hogy [B] 5 —2): és a kétféle módon kapott vektor valóban megegyezik. 
—3 —-I 5 3 I —§ 37. Határozzuk még azt a lincáris transzformációt, amely a (z, z., zi) koordi- 
BR-1——-—f-I —1 11-—11 1 -I nátákat közvetlenül az (x, xx) koördinátákba viszi át és egyenértékű a követ- 
-1 —-1i 3 1 1 —3 kező kél transzforrmnáció egymás utáni végrehajtásával; ellenőrizzük az eredményt 
i il aíz si, zzz, z.—3) koordinátákon: 
A két utóbbi mátrix segítségével a kerésett C mátrix már felírható, ui, i 
€-—-BAB"! A számítást elvégezve pa 7 izt Zs 4 — Ja part 99 
Fz — T4— SZ, X, s V— ÉV 
z 13" Na 7 2zg Xs — 1Vy2— a 
Az első, ELI. második transzformáció mátrixa: 
z 0 I] 5 —] 3 
— 2-BAB-1, Az jo 1 —5I, ill. B-]l] —2 Of. 
b 2 0 ü 7 —1 


A keresett transzlorirnáció a C—BA mátrixszal Írható fe, ez 





Ellenőrzésképpen a ve [1, 1, 13" vektorra clőbb alkatmazzuk az A transzfor- 
rmációt a Z bázisban és utána áttérünk a W bázisra: maid előbb áttérünk a 
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A keresett transzformáció tchát 
x, - 10ztőzetlüz;; 
x  227—íézrtiiía; 
X,5 57Z—3ÓZa 
Ellenőrizzük az eredményt; 
ha z,— 1, zz-2; 7.3, akkor ezekkel 
y s 243 — 5; x, — 25-13-12 — 50; 


va  2—15——13; xx —-— 5--26— 31; 


FF 5 d; xs s —91—4 — — 55. 


A kapott transzformációval számolva 


xi — 10-410430 — 50; 
x, — 2—-4433— 31; 
xs s 10—105 — —95, 


is ez valóban megegyezik az előbbi eredménnyel. 
38. Tekintsük az alábbi lincáris összefüggéseket: 


Xi — 4i-— I Hi — Fi ns zxtzatza 
Xz — Hahh Ha s Vat Va Va — 274—3z, 
Az — Ha Hi ta" y; Yy — Z1-—-—IzrttZa 


Milyen összefüggés áll fenn x, és 2, között (fi, xs 1, 2, 3)7 ; 
A három lincáris összelüggéscsoport egy-egy lineáris transzíorrnációnak 
tekinthető, amelyeknek mátrixa 


1-1 € 1 ú 0 1 il I 
Azi 0 1 -16; B-jÜ 1 I[; C-Íí2 40 —3[. 
—1 ü 1 ú ü 1 1-1 1 


Ha az xsket a z,-kal, ill. a z.-kat az x-kel akarjuk kifejezni, akkor a keresett Össze- 


függéseket a 
DA BC, ili. a D7! 
mátrixok írják le. 
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Így egyrészt 
xy, ——2z.t2z4t 3z,; 
Xy — 274— dzs; 
X 7 — 27, 


másrészt IDj-0 miatt a z.-k nem fejezhetők ki egyértelműen az x,-ket. 


39. Írjuk fel annak a háromdimenziós vektortérben értelmezett lineáris 
[ranszformációnak a mátrixát, amely az ep—[1,0,0$,  e,—([0. 1, 0j", 
£2— [0.0 11" vektorokat az xi—[3.4,—1j", x,-ít,0,—-3j, xiz[6 14 
vektorokba viszi át! 

Az E bázis vektorait az 


1 Ú 0 
E — [e , €5, es] — ú [/ Ü 1 
ü ü ] 
a képüket n-dig az 
X — [xi , x:, xs] — d 0Ü 1 


l 
ren bj 
I 
Lá jemeni. 
[- Lm 
 —l 


alakban írhatjuk fel, és legyen a keresett transzformáció mátrixa A. Feladatunk 
értelmében 


X-AE-A, 


a keresett mátrix tehát 


3 1 0 
Azíl 4 ü I[. 
-—] —3 4 


40. Határozzuk még annak a transzlormációnak a rnátrixát, amely az 
Cr. Czr Ég bázist a 17 [0. 2, OJ", E.—10, ü, 2], E.— [/. ü, 0]" Dázisba VISZI ál. 
Határozzuk meg az a—[1, 2, 2]" vektor transzformáltjának a hosszát! 


A? 


A kéresett transzformáció málrixa: És Így 





0 ú 2 
A — j; Ü : . 
ü 2 0 
Az a vektor képe 
sz I2WZzZ 1! c 124. 
ű 0 2][i 4 
E AI-B 
0 7 0j[2 d 
ennek hossza lal— F1673- 47416 — 6. 
41. Keressük meg annak a lineáris transzformációnak a mátrixát, amely az valóban bi. 
A(1;—2; 3), 8(25—1; 5), €4—3; 35—4) pontokat az A(— IZ; 4 ; 9, 8(—15; 13, 
1), C (15; —1; —16) pontokba viszi át! 1 2 —3 i 12 
Jelölje a kérésétt transzformáció 3: 3 típusú málrixát A. Ha a tárgyponto- An — - 3 A 1-2 — - 1 — ga, 
Kata 2 —-2 1] 3 9 
l 2 —-3 
7, — [a, b, elt 72 1 ; 
3 5 -4 3. Sajátértékszámítás 
mátrixszal, a képpontokat a áz előző fejezetben láttuk, hogy az r-edrendű A-— [d] mátrix 
az E, vektortér egy lineáris transzformációját adja meg, amely 
[ —15 1 az X cx, Xs, ..., xb" tárgyvektorhoz az 
Ww — [a, b, er 4 43 —-I 
g 41-16 y7- Ax 


képvektort rendeli. A gyakorlatban fontosak azok a vektorok 
(ha ilyenek vannaki amelyeknek az iránya a transzformáció 
során nem változik meg, azaz amelyekre 


mátrixszal jellemezzük, a feladat megoldása az 


A Zz-Ww 
mátrixegyenlet megoldását jelenti, Mivel jZ]- 12, létezik Z7" és a feladat még AX-AX 
oldható, mégpedig Áll fenn valamilyen A számmal. Az ilyen vektörokat a transzfor- 
máció, ill. az A mátrix sajátvektorainak, a A számokat az A mátrix 
Az WZ I sajátértékeinek nevezzük. 
Ha egy x vektor sajátvektor, akkor nyilván tetszőleges a-szorosa 
ir [711 -7 3 (a. valós) szintén sajátvektor, amely ugyanazon 4 sajátértékhez 
77! s al l 5 il lartozik. Az ilyen sajátvektorokat nem tekintjük lényegében 
-a7 13 különbözőknek. 
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A sajátvektorok meghatározásához meg kell oldanunk a 
4E—Ajx —0 


mátrrxegyenletet, ili. az ennek megfelelő alábbi homogén lineáris 
egyenletrendszert : 


(4 da) X1—diaXa— s — dann Z Ú; 
— aga HA — dog)Xz— ... —donXa 7 Új; 
— ünn 7 gzég Tr 4 (A — da) z 0. 


Ennek akkor van a triviálistól különböző megoldása, ha deter- 
mináansa zérus: 


A— dir — íz és — dig 
— edzi A— égy s. — dan h/ 4E—AI 70 
— dni — Haz s A Fa 


Ezt a determinánst — amelyet az A mátrix karakterisztikus deter- 
minánsának nevezünk — kifejtve, A-ra egy pontosan r-edfokú 
polinomot, az A mátrix karakterisztikus polinomját kapjuk. 
A [4E— Aj — 0 egyenletet az A mátrix karakterisztikus egyen- 
betének nevezik, ennek gyökei a sajátértékek. Bebizonyítható, 
hogy a komplex számok felett értelmezett vektortérben minden 
lineáris transzformációnak van sajátértéke. Ez a valós számok 
felett értelmezett vektortérben azért nem teljesül, mert általános- 
ságban nem biztos, hogy a karakterisztikus egyenletnek van valós 
gyöke, be lehet azonban látni, hogy a színimerrikus és a hermitikus 
márrixok valamennyi sajátértéke valós. 

A [4E—Aj determináns kifejtésével kapott karakterisztikus 
polinom közvetlenül ií5 felírható a következő alakban: 


2E—Af — 473(— DD) Ata (— Ld 477? 4. , 
ve 4(— PT d 44(— TAI, 
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ahol d, (mz- 1,2, ..., n— I) az A determináns m-edrendű átlós 
aldeterminánsainak az összegét jelöli. rm-edrendű átlós aldetermi- 
nánsnak. nevezzük azt az aldeterminánst, amelynek m számú 
sorát és oszlopát úgy választottuk ki, hogy a főátlójába kerülő 
elemek az eredeti determinánsban is a főátló elemei voltak. Köny- 
nyen látható, hogy pi. d—Sp(A), vagyis az A mátrix nyoma. 
A karakterisztikus polinom kiszámításának ez utóbbi módszere 
magasabbrendu mátrixok esetében valamivel kevesebb számolással 
jár. 


Minden sajátértékhez tartozik sajátvektor, amelynek koordiná- 
tát úgy kapjuk meg, hogy a kiszámított A értéket a homogén 
lineáris egyenletrendszerbe visszahelyettesítjük, majd az egyenlet- 
rendszert mepoldjuk. Tekintettel arra, hogy egy homogén egyenlet- 
rendszer nemitriviális megoldása csupán az ismeretlenek arányát 
szabja meg, csak a sajátvektorok iránya van egyértelméen meg- 
határozva (nagyságuk nem). 

Bclátható, hogy a szimmetrikus mátrixok különböző saját- 
értékeihez tartozó sajátvektorok ortogonálisak. 


Határozzuk meg pl. az 


4 2 —I 
Á — T 8 —Il 
-4 -4 3 


málirixszal adott lincáris transzformáció sajátértékeit és saját- 
vektorait! 


A karakterisztikus egyenlet a karakterisztikus determinánsból 


h-3 —2 ! 
4E—-AJ—-[ —7 4—8 1! — 
4 4 4—3 


— (4—39(4—89(4 —3)—8—28—4(4—8)—14(4—3) — 


— 4(4—3) — 43—14424354—23 —0. 


A karakterisztikus egyenlet közvetlen felírásához ki kel! számol- 
nunk a 


d, — 33833 — lá; 


3 2 3 —i 8 —I1 
47 [5 lrua MESE 07 1045420 — 35; 
3 2 —I 
IA[—] 7 § —1]— 7248328—(32142-4-19 — 22 
—4 —4 3 


értékeket, és ezekkel is 
4? c 1442 4.354 —22 — 0. 


Könnyű észrevenni, hogy 44—1 gyöke az egyenletnek. A 14— B 
gyöktényezővel elosztva az égyenletet és a kapott másodfokú 
egyenletet megoldva, a két hiányzó gyököt 15 megkapjuk, ezek 


A. sZ, 4. — 11. 


A 4-1 sajátértékhez tartozó $§1—[§., 512. Sizl" sajátvektor 
koordinátái az (1-E— Aj)s, — 6 egyenletből, ill. részletesen leírva, a 


—2sa—zSiet Sz — 0; 
— 151—7Sigt 51 — 0; 
ási -r 4512 — 2$ra — Ü 


homogén egyenletrendszerből számíthatók ki. A kibővített mátrix: 


—2 —2 10 0 5  ű 0 ú 
B— 1—7 —7 1 r.1—5—5 hb E úÚ 
4 4 —-—20 2 2-1] 0 


Ebből láthatóan e(B) — 2-3 — n, így az egyenletrendszernek 
van nemtrrviális megoldása — amit előre tudtunk, hiszen 
144E— A! -—- 0 — és ami az 


Si tői. — Ű; 


2511 4 2512 — d13 keni Ú 
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redukált egyenletrendszerből számítható ki, miközben egy ismeretlen 
szabadon választható. Ha az első egyenlet kétszeresét kivonjuk a máso- 
dik egyenletből, sj4"" 0 adódik, tehát 5; nem választható szabadon. L.e- 
gyen pl. saj" F akkor 5.7 —t. Ha t—1, akkor a 4— 1 sajátértékhez tartozó 
sajátvektor 


s; z [1, —1, OF. 


Válasszuk meg r értékét úgy, hogy a sajátvektor egyúttal egység- 
vektor is legyen, azaz snormáljuk a sajátvektort; akkor 
0. 51 


sza ad 02 gy 

h ÍS. V2" K2" li 
Hasonló számítással kapható, hogy a 4,—2 sajátértékhez az 
. 2 3 4 Tv 
sa z [32, 3, 4], ill. az s — Ezt ——, —I; 
ű K29  v29 pg 
a 4, — II sajátértékhez az s, — (1, —3, 27", 


lk. az s — [— 3 sz] 
i Vis vi4 FIA 


sajátvektor, Hl. normált sajátvektor tartozik (30. ábra). 

Különböző sajátértékekhez nyilván különböző sajátvektorok 
tartoznak, hiszen ugyanaz a transzformáció egy vektort nem 
vihet át két különböző skalárszorosába. Bebizonyítható, hogy 
a különböző sajátvektorok lineárisan függetlenek. Előfordulhat, 
hogy égy többszörös gyökhöz több lineárisan független sajátvektor 
tartozik, ezek száma azonban nem lehet nagyobb, mint az azonos 
gyöktényezők száma. 

Ha az n-dimenziós térre vonatkozó, A mátrixszal adott lineáris 
transzformációnak sz számú különböző sajátértéke van, akkor 
ezekhez s számú sajátvektor tartozik, amelyek lineárisan füg- 
gétlenek, tehát bázist alkotnak. Számos gyakorlati probléma 
mégöldása során ez a bázis előnyösen használható. Á sajátvektorok 
iránya áltai meghatározott koordinátarendszert sajátrendszernek, 
a tengelyeket sajáttengelyeknek, ezek irányát sajátíiránynak szokás 
nevezni, 
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30. ábra 


A 


Legyen az n-edrendű A mátrix n számú különböző sajátértéke 


Air ho ro, Am Az ezekhez tartozó n számú sajátvektora $j, $2 ...s §m 
Ekkor 
Ásyz As; 
ÁsS,7 Az Sz; 
ÁS MÁS. 
AZ 
a -— ÍS, Sz, SEPEA hi 
ÉS 
dd 0.0 
L — 0 4Az...0 
Ű Ú ...A, 
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mátrixok bevezetésével ez az egyenletrendszer röviden Így is írható: 
A5-SL. 

IS] 7ü, ezért 57! létezik, és ezzel 
9-7AS-L. (kk) 


Látható, hogy a (sk J-gal jelölt egyenlet bal oldala az 5 bázisban, 
vagyis az A mátrix sajátvektorai által alkotott bázisban ír le az 
A-hoz hasonló lineáris transzformációt, Ez tehát azt jelenti, hogy 
az A márrixot a sajátvektoraiból álló S bázisra való áttérés az L 
diagonálmátrixba viszi át, amelynek főátlójában éppen a sajátt 
értékek állnak. Ez módszert ad mátrixoknak diagonálmátrixokká 
való transzformálására, ha éz egyáltalában elvégezhető. 

A mátrixszámítás egyik fontos tételc (Cayley—Hamilton-tétel) 
kimondja, hogy bármely kvadratikus mátrix kielégíti a hozzá 
tartozó karakterisrtikus egyenletet, vagyis ha A karakterisztikus 
egyenlete: 


A 4 (— dd tt... 4 (—1997t d. 14-4(—D]AI — 0 (xx) 
akkor 

A" 3-(— JÁ APT"... 4(—199Ttd A 4(—IJNAJE — 0. 
Például az 


3 —1 —1 
A — j—I] 3 —1 
—-] -] 3 


mátrixhoz tartozó karakterisztikus polinom 


4—3 1 l 
. pf4Y-14E—-Alz] I 4—3 I Í- 
l 1 4-3 


— (4—3)?t1-41—3(4—3) — 


— 43— 942 3.244— ]ó — (4—114— 4938, 
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A kielégíti a 
43 942 4244—16 — 0 


karakterisztikus egyenletet, mért 





és könnyen látható, hogy valóban 


43 —21 —21 ? —9§ —5 
—2li 43 7 9 11 "a 


—2] —21] 73 — 5 
j —1] —I 1 ú 0 
1241—1 3 —-If[-—-1I6j I 0170. 
-]l —I 3 0 6 1] 


Azt a legalacsonyabb fokú egyenletet, amit az A mátrix ki- 
elégít, rinimálegyenleinek nevezzük. A Ú-ra redukált minimál- 
egyenlet bal oldala a minimálpolinom, 

Bebizonyítható, hogy a minimálpolinom vagy azonos a karak- 
terisztikus polmornmal, vagy pedig olyan valódi osztója a karak- 
terisztikus  polinomnak, amelyben a karakterisztikus polinom 
minden különböző gyöktényezője legalább egyszer előfordul. 

Az előbbi A mátrixhoz tartozó minimáipolinom tehát vagy meg- 
egyezik a karakterisztikus polinommal, vagy annak a különböző 
gyököket tartalmazó valódi osztója. Utóbbi csak egy van: 


m(4) — (4—11(4— 4) — 426 5444. 
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A kielégíti a A2—54-44 — Ű egyenletet, mert 


IE —5 —5 3 —I —t I 0 0 
-§ 11 —51—-51—-I 3 —-IÍ4r4l0 1 0[f-gG, 
—§ -5 Ji -1 —I 3 0 0 I 


tehat mí(4) valóban minimáipolinom. 
A minimálpolimomnak 15 lehetnek többszörös gyökei. Például az 


ü 1 
x-bg 
mátrixhoz tartozó karakterisztikus polinom 
(4) — 14R— Aj — 4 -if a 
Fi e me Ü A — ? 








amelynek tehát kétszeres gyöke 4—0; ezért a minimálpolinom 
csak 4 vagy 4" lehet. De a minimálpolinom nem ní4)yz 4, mert 
AÚ lévén, ezt nem elégíti ki. Viszont A valóban kielégíti a 
p(4)— 4970 karakterisztikus egyenletet, mert 


x - [/ elle 7 k 1-0 


tehát m(i4)a 4, 


(ryakorlú feladatok 


I. Határozzuk meg az 


0 Ü I 
Az jú I 6 
l 8 úűú 


mátrix minimilegyenletét! 
A málrix karakterisztikus polinomja : 


A Ú —] 
h  4-] ű 
— 1 úl A 


sz (4— DJ) (A1— 1) — (4— 11 4—1) 8440). 


Ik — zs 48(4—-1)—(4- 0) - 
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A minimálpolinaim, amely a karakterisztikus polinom minden zérüshelyét 
tartalmazó osztója, esetünkbén vagy 


má) — (h— ha 1) — 47-i, 


vagy maga a karakterisztikos polinom lehet. Valóban A kielépítt az mi4i—0 
egyenletet, mert 


ü 0 l € Ü 
- b. 1 Pa ; l ü], 
d 0 ÜjIl 4 1 


és így A2— E — 0. Ezért a 4"- 
2. Írjuk fel az 


0 1 0 
Azjú a I 
1 Ú 0 


máirix minimálegyenletel! 
A karakterisztikus cgyenlet 


1 — 0 egyenlet a minimálegyenlet. 


4 —Il Ú 
4F—-áAlz] ő A  —-1I-—4—-1—0 
1 a; A 


Mivel a karakterisztikus egyenlet minden gyöke egyszeres, hiszen 


kh VB. 1 VK. 
1-1; 25-i — 
a karakterisztikus és a minimálegyenlet megegyezik. 


3. Határozzuk meg az 


il € —I1 
A—-]i 2 I 
2 2 3 


mátrix karakterésztiküs polinomját, minimálpolinornját, sajátértékeit, saját- 
vektorait, és mutassuk meg. hogy a sajátértékek lineárisan függétlenek! 
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Az adott mátrixhoz tartozó karakterisztikus polincm 


4-1 Ü H 
pid —i —1I 4-2 —11—-(4—19(4— 20 (4— 39323 2(4—2)—-3(4-h)e 
—2 —2 4-3 


— (4—3)(4—29(4— 1). 


Ennek zérüshelyei: 4p— 3, 4,— 2. 4.51, czek a sajátértékek, 
Mivel a karakterisztikus polinomnak csupa egyszeres zérüshelye van, a 
karakterisztikus és a minimálpolinöm megégyezik. 


A 4.53 sajálértékhez tartozó s1—[$.1. $1a5 513)" sajátvektor kocrdinátái a 


0E—A)s, —0 


mátrizegyenletből, til a véle égyenlő 


ÉSI 4 §jz —- Ú; 
—sut §2—Sa s Ü; 
— 35 — BSra —— Ü 


egyenletből számíthatók ki: 


a a ig [/ 1 ő ha 9 
B — —] .1 — ] Ül az ü ii —-7 Ü ,? Ü ú 
-2-2 00) [02 íg j 


00 B) sZ, na3, [gy az egyenletrendszérnek van nemtriviális megoldása, amely a 
261 rt Ha Ü; 
§12 NI ss 7-0 


redukált egyenletrendszerből számíható ki, ahol egy ismeretlen szabadon vá- 
lasztható. Ha szt, akkor 5—t és 54 —t. Ezért minden 


ss [/£z, £, 2r]" 
alakú vektor a 4. —3 sajátértékhéz tartozó sajátvektor, Legyen pl. (— 1, akkor 


w 
8.15 [-1.,1,29, és normálva sí — -i, 2 val 


VS Y6 V6 
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A 4.2 sajátértékhez tartozó Sar- da, Sea. Ssa)" sajátvektort a 


(2E— Als, — 0, 


ill, az 
§11 tsz — U; 


— It —s14 — Ű; 
—254—-254—Sus 5 Ü 


egyenletrendszerből számíthatjuk ki. Az első egyenletből 594 — —s$3; ezt a hat- 
madik egyenletbe helyettesítve; sossésa; így a három koordinálta aránya 


$jy.$rúr$ja m —Z:1:2, 
ezért pl. 
2.2, u si 2 2 2 
— — ; , a he" zzz — — tr — eV VEN 
3 it Í F ] 1 z K. 3 4 


a 4. — 2 sajátértékhez tartozó sajátvéktor. 
A h, 7 1 sajátértékhez tartozó s; — [d31 5zz, 843] sajátvektort az 
(E— A)s; — 0, 


ill, az 
S s Ü; 


— fan — §z— sat 
— Zs — 25na — Zöun z Ü 


homogén egyenletrendszerből számíthatjuk ki. A harmadik egyenlet felesleges, 
mivel az előzőnek kétszerésé; szzsÜ-t a másodikba helyettesítve, Sy — —őSze 
Így minden sj-[—r r, OT alakú vektor a 44—1 sajátértékhez tartozó saját- 
vektor. 

Ha pl. r—1, akkor 


l 1 , 
—— — " Ti a H E ETT. h r—— 4 4 4 


A három sajátvektor Ineéárisan független, mert az 
—] -2 -1 
S l 1 1 
1 2 0 


mátrix rangja e(5)— 3, hiszen ÍS] — —2 Fú, ezért a három sajálvektor bázist 
alkothat. 
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4. Határozzuk meg az 
aZ —8§ —Iz 
Az ]l 4 4 

0 0 l 


mátrix sajátértékeit és mutassuk meg, hogy valóban sajátértékek! 
A karakterisztikus egyentet: 


Ar2 B 0 I2 
—1 4-4 —4[ 5 47—3114 24 — 
0 0 4-I 


zs 4A(4$—- 3442) — 4(4— 13 (4-2) — 0; 


ennek 4.—0, 4, 1, 4.— 2 gyökci a sajátértékek. 
A 4,—0 sajátértékhez tartozó s.—[5.4, Six. sul" sajátvektort a 


Zs tősa-bt IZ54 — 0; 
— d11— dys — AS ja — Ü; 
— day 5 ü 


hornogén égyenletrendszerből számíthatjuk ki. A harmadik egyenletből s.azef; 
ezt felhasználva csupán a 


— §11— Áfa — Hi 


egyenletünk marad, amelyben az egyik ismeretlen értéke szabadon választ- 
ható. Ha §14—t, akkor s; — — dr, tchát minden 


51—[1— dr, ír, 0)" 
alakú vektor sajátvektor. Legyen Pp. 1(— [, akkor 
ssz[—4, 1, 0)". 
A 4-1 sajátértékhez tartozó sszz( a, Ssa. Sas)" sajátvéktor a 
3ss HF B$yat 1 2ss — Ú; 
— §1— 32 — ds Ü 


egyenletrendszerből szárnítható ki. A második egyenlet háromszorosát az 
elsőhöz adva, 54—0 adódik, és ezt felhasználva, bármelyik egyenletből 


Sa — —dgz. 
Ha sza— Tr, akkor S. — — 47 és minden 


ss[- dr, ú, rt] 


321 


alakú vektor sajátvektor. Legyen í-— 1; ekkor 
s.—[— 4, 0, 1". 
A 4-2 sajátértékhez tartozó Sz[$s1. Sszs Tal" sajátvektort a 
4551 Bsza-tIÍI2Zsua — Ü; 
— §4—2592— Asz — 0; 
ss 7Ü 


homogén egyenletrendszerből számítjuk ki. A harmadik egyenletet felhasz- 
nálva, az első két egyenlet bármelyikéből 


E! lizeliuménsi: 


Ha szz—t, akkor ss, — — 21 és minden 
ssz[—2r, r, 07" 

alakú vékior sajátvektor, Legyen 1— 1, ekkor 
ssz[—2, 1, 01". 


S1. 9, 55 valóban sajátvéktor, hiszen 


—2 —8 —I21[—4 ü 
ÁS, — 1 4 á - 1[- 01 — 0-s, — 4:Sz; 
0 0 I ü Ü 
—2 —8 —12]1f-4 — 4 
Aásszl 1 4 4 ülsz] 0f—- 1-5, — 4AsSz; 
ü 0 1 1 1 
2 
1 
0 


—2 —-§ —121[- —4 
AsszÍ 1 4 4 z] 2 
0 0 1 o 


5. Határozzuk meg az 


2 2 1 
AzÍ[I 3 i 
1 2 2 


mátrix sajátvektorait! 


- 2: Sz ti daSz: 
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A karakterisztikus egyenlet 


4—2 —2 —1 
—1 4—3 —11—-— 47—7474114—5-ű 
-1 —2 4-2 


és ennek gyökei 44— 5, 4,— I, Asz 1. 
A 4,— 5 sajátértékhez tartozó s, sajátvektort a 


38 — 2ra— S11 — 0; 
—surt2ss— ss — 0; 
sért 3sa—Ü 
egyentetrendszerből szárnitjuk ki. Az egyenletrendszer kibővített mátrixa 
3 —2 —-1I 6 — Z —1 € —-1]1 2-1 
B-—-Í-—-1 2Z —-1 0j- ű 4 —-4 ü0l- ű 4 —4 ül. 
—] 2 3 0 0-4 40 üúü0ü 0 0 


B utolsó alakjáról látható, hogy e(Bj—2-—-3zn, ezért létezik nemtriviális 
razgoldás; mégpedig egy ismeretlen szabadon választható, a többi pedig a 


—snrtésia— Sa — Ú; 
dF12— Fi z Ü 


rédukált egyénlétrendszerből számíthaló ki, Legyen pl. sj4— 1, akkor Sai És 
Sua—t. Az 5, sajátvektor tehát 


a [/, r, r]" 
alakú, ill. ha pl. f— I, akkor 
s.—[1, 1, 1]". 
A 447471 sajátértékhez tartozó 5, sajátvektor a 
Sa Aa őz s 0; 
—S91— 2őa2 7 Ssz z Ú; 
— 591 — 242753 — 0 
egyenletrendszerből számítható. Ez egyetlen egyenletet jelent csupán, az 
Szart Zsaa-tőas 7 Ő egyenletet. Most tehát két ismeretlen választható szabadon. 


Ez azi Jelenti, hogy a 447 4.—1 sajátértékhez két lincáris független sajátvéktor 
is található, ilyen pl. az s9— (2, — 1, OP", amikor s-t —1-nek és sss-at 0-nak 
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választottuk, és az ssz[1, 0, —1]", amikor sa-et 1-mek és szyt 0-nak válasz- 
tottuk. Továbbá minden 


hsvdksa — [2h--k, —h, -k)t 


alakú vektor sajátvektora az A mátrixnak, ahol A és k tetszőléges valós számok . 
ÁZ 61, a, Sz sajátértékek lineárisan függetlenek, hiszen az 


1 2 1 
SzÍí1-1lI 0 
1 0 —Ii 


mátrix rangja e(595 3, ui. I51—4570. 


6. Határozzuk meg az 


ú 10 
A -— ú 1 
1 —3 3 


mátrix karakterisztikus polinomját, minimálpolínormját és sajálvektorait. 
A. karakterisztikus polinom 


4-1 0 
payzi 0 2 —11—-24(4—3)—14-34 — 41—3413434—1 — (4-1, 
-i 34-3 








és ez egyúttal a minimálpolinorm is, mert A sem a 2-1] — 0 sema(4—-1Fy—ü 
egyenletet nem elégíti ki. Ugyanis 


0 1 01 (1 00 
0 0 11-00 1 ül, 
1 —3 3] [0 61 


és felhasználva, hogy 


0 1 OJfTó 1 0 f0 61 
Aszl0 0 illo 0 11-i —-3 3[. 
1-3 3]li-3 3] [3-8 


ü 0 Il ü 1 0 1 Ü 0 
1 —3 31—2i0 0 IÍ1-4-fjú 1 üfr 0. 
3-8 6 Il —-3 3 6 € ] 


lat a LÉ] 


324 


A 4- 3 ko 
nátáit az. egyetlen sajátértékhez tartozó 5—[34, s, sa]" sajátvektor koordi- 


817 §g — ű; 
3a— 5; — 0; 
— 814357 2 sz .— Ú 


egyenletrendszerből határozzuk meg. Az első két e 
i R gyenletből s, 54— 
ez ném mond ellent a harmadik egyenletnek sem. Legyen pl. 5 ; akkor 


5—[1,1., 19". 
7. Keressük meg az 


ű 0 1 -—-I 
1 ú 1 -I 
ü d ú ű 
0 0 Ü 1] 


mátrixszal adott iranszformáció sajálvektorait! 
A karakterisztikus egyenlet: 


4 0-1 1 

-p 4Acr o 4 Í ,, 

0 0 2 a [74-D-0. 
0 0 0 4-I 


Ennek 450 háromszoros, 4,—1 egyszeres gyöke, tehát ezek a sajátértékek, 


A A 50 sajátértékhez tartozó 5 Mn? 
egyenletrendszer iz [dddcAth S1a. sal" sajátvektorra fennálló 


— siető — Ü; 
—őa me Szt ő14 — Ü; 
— $já - ü. 


Mivel 5.4 egyáltalán nem fordul elő az e 
gyenletrendszerbén, ezért tetszőleges 
lehet. Az utolsó egyenletből s..—0; ezt felh k 8. 
7 sz, asználva, az él —űŰ" 
a második egyenletből  ie0. Minden elsőből s4.—Ü; majd 


s,— [ú, E, ú, oj" 


alakú vektor tehát sajátvektor, 
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A 4. — l sajátértékhez tartozó 5. — 


[Sza Szz Sza. Sza]" sajátvektort az alábba 
egyenletrendszerből szárníthatjuk ki: 


Ft — Fiatáa s Ü; 
—sSutőiamsiatöra 7 Ü; 
Tiz sz Ű, 
A harmadik egyenletet felhasználva, 5147 0-ból 
Tat S14 — Ú; 
—sitőiab ői s Ű. 
E két egyenletet összeadva, 
fiat Zsira — 0. 


Ez az egyenlet megoldható és az egyik ismeretlen szabadon választható. Le- 
gyen 547 rt, ekkor 544 — — 21 és az első egyenletből s,, — —z. Minden 


85—[- t, — 2, ú, Hi 
alakú vektor a 4,— 1 sajátértékhez tartozó sajátvektor. 


$. Írjuk fel az 
1 —4 —1 —4 
al 2 0 5-4 
—] ] —2 3 
—] 4 —] Ér 


mátrix sajálvektorait! 
A p(4) - [IA4E— A] karakterisztikus polinomot most közvetlenül írjuk fel. 
Enhez ki kell számítani a következő értékeket : 


d, - 14F0—2-t-6 — 5; 


aza volelos leleszi célrie éle 


-2 3]. 
1-2 l4 6 


-1 6 
— 8—342—5-7310—9 — 8; 


I —4 -i Il —4 —4 Il —1 —4 ú 5 —4 
ds [ 2 0 5]4I 2 Ú —4i4i—1 —2 3]Í4]I —2 6 3[- 
—-] 1-2 -—iI 4 6 —-1 —-1 6 4-1 6 


— —3-416—8334-2 — 7; 
[Aja 2, 
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Ezekkel az értékekkel 
PO) 7 4-(—1)546-(—1V9A (lya t2 s 
s 454 -kÚkt—- 742. 


Könnyen észrévehető, hogy 4-1 gyöke a karakterisztikus egyenletnek. Ezért 
oszthatunk a (4— 1) gyöktényezővel. Így a 


—441451—2 50 
egyénlethez jutunk. Ennek ismét gyöke 4,— 1; az eljárási megismételve a 
49—-3442-0 
egyenletet kapjuk. Ennek gyökei 
Ass], 4-2. 
A karakterisztikus égyéniet gyökeéi közül tehát 4-1 háromszoros, 4.52 
egyszeres gyök. 
A Aus sajátértékhez tartozó sajátvéktor köcrdinátáit az 
(8— Als, — 0; 
1 I. részletesen felírva, a 
4n:t mnatásn — Ü; 
—2aart o s4—S5sittöu — Ü; 
$1— Sat 38a— 3514 s Ű; 


S17—dőrat §19— 554 — Ű 


égyenletrendszerből számíthatjuk ki. 
Az egyenletrendszer kibővített mátriza 


0 4§ 1 40 1 —1 3-3 ú 
B-[ 72 1-5 EiAH 1 —2 0[., 
1-1 3-3 0 0 4 1 40 
I -4 1-5 0 0 —3 -2 —-2 0 
1 —-1 3-—-30 1 -I 3 —3 ú 
19 -t 1-2 of [90-i 11-20 
ag ; Ú 5 -4 0[/ 
0 0-5 40 Vt 08 0 0 
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Az utolsó alakból látható, hogy e(B)— 3, hiszen pl. 


il —I 3 
ü Ü 5 


tehát létezik nemtriviális megoldás. 
Mivel n—e(H — 4—3 — 1, egy ismeretlen szabadon választható, a többi 


pedig az 
817—-5at 357 Hua s Ü, 


0, 
ű 


— §ig 4 341— 2ő ja ez 


1 


s812— Sa 
redukált  egyenletrendszerből számíthato ki. Legyen pi suzr; akkor 
ös Tt; "iz — - ts jár ömnér r. Ha pl. 1—5, akkor a sajátvektor 
8. z [—3, —6, 4, 5], a normált sajátvektor pedig 
si [787 - A, A, al 
Vs6 — V86 Ysa WV86 
Hasonló számolással a A,— 2 sajátértékhez tartozó sajátvektor 
2 3 2 3 gy 
Úve .Y367 V36 val 
9. Bizonyítsuk be, hogy ha az A mátrix három különböző sajátértéke 


Au 4Aa, 4. akkor a hozzájuk lartozó 8. , 54 , Sz sajátvektorok lincárisan függetle- 
nek! 


Z£. Merokkás: 


Tegyük fel az állítással ellentétben, hogy 8. , 5s és sa lintárisan összefüggőök, 
azaz léteznek olyan ai, ds, az skalár számok, amelyek nem mind zérüsök, és 
amelyekkel 


52 — [/ 2, — 3, 2, 3], ili. sa E 


(w) 


Szorozzuk meg az előbbi egyenlet mindkét oldalát A-val, majd használjuk fel, 
hogy As, z4,s, (i— 1, 2, 3). Ekkor 


d AS 4 dy Áss -t ds ÁS zÜ, 


aS1-tas5zt assa — 0. 


ill, 
(8) 


Szorozzuk meg az utóbbi égyenletet ismét A-val, és használjuk fel újra, hogy 


ar As sitazdas Ft azd,Sz — 0. 


(tt) 


ayAl S, Hy AS Ha,Al Sa — b. 
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A (8 )-gal jelölt három egyenletből álló egyenletrendszer így foglalható össze 


mátrix alakban; 
l d5i 
hg Ft. lel) 
ha ds53 


1 1 
WEEK 
kh 
AZ egyenlet bal oldalán álló harmadrendű mátrix determinánsa Vander- 
mondedéle determináns, amelynek értéke különböző A értékek esetén nem 
zérus, tehát ékkor létezik a mátrix inverze. Szorozzuk meg a mátrixegyenletet 
balról ezzel az inverz mátrixszal. Ekkor 


41 Sz 
asz h—ű 
Sz 
adódik, ami csak úgy lehetséges, hogy a,—ar—dszü. Ezzel ellentmondásba 


kerültünk feltételünkkel, így s., 92, s, lineárisan független. 


H. Megoldás: 


Mivel a sajátértékek különbözők, mindegyik nem lehet 0; legyen pl. Ass, 
Fegyük fci, hogy az állítással ellentétben a., sa és 8, [lineárisan összelüggők, 


vagyis léteznek olyan a: és ő skalár számok, hogy c és ő közül legalább az egyik 
nern nulla, és 


82 — úsit DS. 
Ekkor egyrészt 
ASZ CÁAj Su, 
másrészt 
A (as, t Bs, — ad, s-t AAS. 
A két jobb oldal egyenlőségéből A. -Ü-val való osztás után 


S, —t— S 48 s 
33 FA 1 FA §- 


. A A 
Mivel 1" és ád I, 5, egy másik felbontását kaptuk, de ez ellenimond az 


k.j at 
egyértelmű felbontásnak, így kiinduló feltételünk nem lehet igaz, vagyis 
51, Sa, 5 ncárisan függetlenek, 


10. Bizonyítsuk be, hogy ha A x-edrendű négyzetes mátrix, amelynek saját- 


értéket 41, Aa... da És a7t0, akkor aA sajátértékei ad,, ada, ..., aA 
Az aA mátrix karakteriszükus égyenlete : 


mm 


14E—gál — 0. 
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Legyen A" az aA mátrix egyik sajátértéke. Helyettesítsük a karakterisztikus 
égyénletbe és emeljük ki a determinánsból az a számot, Így 





7-4 sz Ú, 
d [d 
bj 
Ez. azonban azt jelenti, hogy — sajátértéke az A mátrixnak, vagyis 
ad 
A" 
— 7-4, 


amiből 4" —ad,. 
. ti. Mutassuk imeg, hogy az 


3 2 2 
zíil 2 ü 
Z Ü 4 


szirametrikus mátrix sajátvektorai ortogonálisak! 
A karakterisztikus egyenlet 


4-3  —2 2 
—-2 4-2 01 —(4— 3 4—2)(4—4)—4(4—729-44—4) ez 
—2 0 4-4 


z 44-94-44 184 — (47 


Az egyenlét gyökei 4,—0; 4.— 3; 4556. 
A 4470 sajátértékhez tartozó s, sajátvektort az alábbi egyenletrendszerből 
szárnithatjuk ki: 


— 94418). 


—381— 25117 2512 — Ü; 
— 2817 2Sit s 0; 
me 231 — 45ig ez Ü. 


Az. egyenletrendszer kibővített mátrixa : 
—3 —2 —2 0 -2 ÚÜ —4 ú -—2 0 —4 4[ 
B—-f—2 —2 2 oj] 9 - 4 Ülni 0-2 4 Ül. 
-2 0 —-4 64 0-2 40 ű 4 ü 0 


Látszik, hogy p(B)—2, és mivel o(B)—2-—-37-n, az egyenletrendszernek van 
a triviálistól különböző megoldása, amelyben r— o(B) — 3—2— 1 ismeretlen 
szabadon választható. A redukált egyenlelrendszer 


— 2517—ds1s — 0, 
— Zs táAsza — 0. 
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Legyen 5s.3—t, akkor mns—-2t, Sa — — 2r. Az első sajátvektor tehát 


s.z[—2t, 2t, tp s 
ili, 


s.-[—2,2. 17 
zs] esetén. 
A 4.53 sajátértékhez tartozó s, sajátvektorra vonatkozó egyenletrendszer: 
— 252 — 2594, — 0; 
—Zssut Sa — ü, 
— Sai — ga —-—- Ü. 
Most 


9-2-2 9 9-1 9 -2 0-1 a 
B—-[-2 1 [oj s a 1 ol, 
22 00-i D-2-2 0 090 00 


ismét o(Bj— 2 és a redukált egyenletrendszer 
— 2521 — 544 — Ü; 


71 -t Sgz keni ú, 


ahol egy ismeretlen szabadon választható, Ha 5.3—w, akkor Sz2 — —4, 
l 
54 5—g Hi Igy a másik sajálvéktor u— 2-vel 
5.—[-/1, —2, 21". 


A A.—6 sajátértékhez tartozó s) sajálvektort meghatározó égyenletrendszer 
ÁSz1 Tt 25a7 HE Nya — Ü ; 


— 2§91-k 


lzszkül 0 2 
B — 2 9]: 4 —2 
0-2 i 


o(Bh—Z, a redukált egyenletrendszer pedig 


Zőza si Ü, 
Iit 


— 25 2sza — 0; 


4599— 25 — Ű, 
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amelynek naemiriviális megoldása ss7—t, 55a—dv, saz2e; így a harmadik 
sajátvektor (6— 1) 


sss [2, [, 2F. 


Könnyen belátható, hogy az B, Sa. Sz sajátvektorok ortogonálisak, hiszzn 
bármelyik kettőnek a skaláris szorzata 0. Féldául 


Hi" §s — 442732 S Ü. 
12. Mutassuk meg, hogy az 
2-i €ü í 
9 b 1-H 0 I 
fi Ü 2—i 


mátrix sajátvektorat ortogonálisak ! 
A karakteriszükuüs egyenlet: 


4—2-Hi Ü — 
Ü 4—1-—i ü z (4—2-31ípt4—1—i1)—8(4—1—i) — 
— Ir Ü 4— 27-i 


— (4—1—1) [44-27-41] — 0. 
A 4—1—i — 0 egyenletből 


A (4—2-4i)7- 1 — 4912(61—214-4(1—i) — 0 egyenletből 
— 211—214F44—2P—18(1—i) . —2rdti 
7 z ÉTEL 


da.g 5 7 kJ 


[d 





Igy 
4.—2, As - 4-2. 


A 4, 1-Hi sajátértékhez tartozó s.—[$11 502. 513] sajátvektor koordinátáit a 


(— [4 dí) s — Ísga E ú 
—sunut(—1-Hái ia in Ü 


egyenletrendszerből számíthatjuk ki. Ebben 514 nem szerepel, tehát tetszőlege- 
sen választható. A homogén egyénletrendszer determinánsa nem 0, Így csak az 
sazsaz0 triviális megoldás létezik. Ha s5.71-et választunk, a 44 — 1--i 
sajátértékhez tartozó sajátvéktor 


5.—[0, 1, 01". 
A 1.72 sajátértékhez tartozó s4—[591, Sza. 5sa]" sajátvektort az 
ÍS — isi s Ü; 
(1—i)ssz — Ú; 
Ü 


— fat - ls 
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egyenletrendszerből számítjuk ki. A harmadik egyenlet felesleges (ui. az első 
— 1-szeresek. Á második egyenletből 5..—0, az első egyenletből sz. sa. Le- 
gyen pl. 59.— 1, ékkor 


s2— [d, 0, 17. 


A 4, — 2—2i sajátértékhez tartozó s,—[d., Sa. §aa]" sajátvektor az 

— ds — say — Ü; 

(1—3h) sa — Ü; 

— Így — főz — Ü 
egyenletrendszerből számítható. A harrnadik egyenlet felesleges (megegyezik 
az elsővel), a második egyenletből s,4—0, az első egyenletből sz — —$3. Ha 
pl. s. — 1, akkor 

sa7 il, Ü, u 19". 


meönnyen látható, hogy 9.89—d.55— 81857—-0, azaz a sajátvektorok ortogo- 
nálisak. 


13. Mutassuk meg, hogy a harmadrendű A mátrix karakterisztikus poli- 
nömja felírható a következő alakban: 


"(0 "(Ü "(0 
pli4á) — píÜ) 4 DE a p (09, 
11 2! 31 


A karakterisztikus polinom 











A— di — ia — öLy 
p(A) — — yi A — dyg — Haggal: 
— ál — Hgz 4— di, 
i Ü Ü 4A— ai — yi — His 
p (A) — [7 öz A — da — ga [tt Ü 1 Ü y-t 
— úly — élsz h— ág — ai — Hyz Ada 
4— dia — ia — gy 
TI —dn 4— din — úgy) — 
Ü ű l 
ez A — Haz — aal 4— dni — is eltzen 7 Hagy ; 
— dag A — Bus — Hai A 7 ag — ún h— ia 
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még égyszer differeriálva; 














1 Ü 4- a d l ü 
"(A — 11 a 8 
p (A) — Úag A — za ü [ — s 4— dsa 
-b 4— din — áljaj[ ; ] ű e — ig 
ü 1 — Hat A — dyi Ü 1 














- 21t4— du) 1- (2 — aa) t(4— a55]; 
végül 
priAh—- 211431-41])- 3! 


vegyük észre, hory 


—űi —dizs 7 is 
— da —dia —ős]—(—IY]ÁI; 





pt) — 
— iga — sz — úgy 


p (0 egyenlő a másodrendű átlós aldeterminánsok összegének (—1)7-szé- 
resével, (— 1 d-vel; 

p (0) egyentő az elsőrendű átlós aldéterminánsok összegének (—1412- 
szereésével, 214—1)d,-gyel; végül 

p"(W— 3! 

A most kapott értékeket a 315. oldalon levő ( d a) egyenletbe helyettesítve, 


21(— 1) 31 
pij — (— DALRA IVa key] A z 
— 41 -PA— 19441 (—199d4-4H(— ITAL, 
és ez valóban a harmadrendű mátrix karakterisztikus polinomja. 


14. Írjuk fel az 


a 0 8. 0 Ü 
l a ü..Ü 0 
A—i0 1 a..Ú 0 
0 0 0... il a 


n-edrendű mátrix karakterisztikus polinormját! 
A karaktérisztikus nolinom; 


4-—-a Ü Ü .. ű 4) 

—] 4—a Ü ... Ú ú 

p(4) — 4E—-4Aj— I a —-I 4—a... Ü § 
Ü Ü Ü —1 4— a 
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alakú, Fejtsük ki az n-edrendü determinánst első sora szerint, majd a kapott 
egyetlen aldéterminánst isrnét első sora szerint, és igy tovább. Ekkor azt kap- 
juk, hogy 


PU) — (4— ay, 
15. Igazoljuk, hogy az 


a - [/ A 
4 3 


mátrix kiclégíti saját karakterisztikus egyenletét! 
A karakterisztikus egyenlet 


1-2 —I 
—-4 4—3 


v-G E 1-6 4 


A valóban kielégíti a 43— 54-42 — 0 egyenletet, mert 


ao as]es [e ab2lő 11 lo o] 


16. A 3. Gyakorló feladatban láttuk, hogy az 


1 ü -I 
AzÍíl 2 TT 
2 2 3 
rnátrix sajátértékei 1, 2, 3. Mutassuk meg, hogy az A 7! inverz mátrix saját- 


értékei 1, 4. d, vagyis az eredeti mátrix sajátértékeinek a reciprokai! 
A! létezik, mert lAl— 6; mégpedig 


3E-AT A 78-00-D-4- 45442 20 


2 1 1 

3 3 3 

al 972 2 I 5 9 
A-1-—[-i 5 -21-[-— — —-—-I. 

$Í 2.2 2 6 6 3 

1 d 

3 3 3 
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A-t karakterisztikus egyenlete: 


Z l I 


4 — 


3 3 3 


l 
4E-—-4A 1- I — 
6 


j 
3 3 


ta [ / 
ta 
l 


vagy mindkét oldalt 3-6:-3-mal szorozva, 
34-22 1] —1 
l 64-55 2 sz 0. 
l l  34—1 


Könnyen ellenőrizhető, hogy A.—1, 4.74 , 4.54 értékeket behelyettesítve, 
a determináns értéke valóban zérus; pl. a második esetben a 


determináns második sora az első sornak a (— 2)-szerese, Így a delermináns5 
valóban Üü. 


l 
17. Igazoljuk, hogy ha A sajátértéke 4, akkor A" sajátértéke Ft 


Legyen az A mátrix A sajátértékéhez tartozó sajátvektora 5, vagyis Ás — As. 
Ekkor azonban felírható, hogy 


l 1 l l 
-1x — . f4A-l — —fA"L z — Es — —s, 
A !z Fi (A As) 1 í Az) 2 A S 
ami —- a két szélső lépés egybevetésével láthatóan — éppen azt jelenti, hogy 
1 
AT! sajátériéke Fe 


18. Keressük meg azt a mátrixot, amelynek segítségével az 


zZ 2 1 
Azíl 3 1 
] Z 2 


mátrix diagonális mátrixszá transzformálható. 
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feles 5. Gyakorló feladatban láttuk, hogy az A sajátvektoraiból alkotott § 
mátrix 


1 2 il 
szí] —-1 0j. 
Il 0 -I 


Ennek segítségével a keresett transzformáció 
mv tAS 
alakban írható fel. 


15]1— 4, így 57! létezik, mégpedig 


I l 2 l 
s hm—Íji —2 I[. 
4 


l 2 —3 


Ezzel a 45! AS szorzatot kiszámítva, 


z 45-"ÁS. 





hiszen már láttuk, hogy A sajátérlékei valóban 5, 1, 1 voltak, 


19. Legyen az E bázisban egy transzformáció mátrixa 


1-2 1 
4A—[-2 I0 —-2[. 
] —2 §? 


Hozzuk a transzformáció mátrixát diagonális alakra! 
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A diagonális alak felírásáhozszükségünk van az A mátrix sajátértékeire. A ka- 


rakterisztikus egyenlet 


4—? 2 —1]1 
2 4—-IÚ0 Z 
—1 2 4-? 


sz 49 —- 244t— 1804 — 432 — 0. 








Az égyénlét gyökei 6, 6, IZ, tehát az A málrixot az 


á 0 4 
L.J s e 


Ú ű ÍZ 





tmátnzaszá lehet iranszíormáint. 
20. Alakítsuk át az 


-[ a] 


mátrixot diagonálmátrixszá! 


A keresett transzforrnáció — ha létezik — §7-!AS alaku, ahol az 8. És 5 


sajálvektarokkal 


S zs. s] [e fa. 


Sit JE 


Tegyük fel, hogy S-t már Bmerjük és 


DTTAB b a] 


ekkor 5-sel balról szorozva (mivel S5571— E], 


19 ln: a] - e mu] És Ü 
Ü .ú §i2 922 Sz 92 Ü Az 
VAGYI3 
- Sz Sz[ od Auto Azám [/ 
0 0 Arsiz  AzSzz 


338 


Ez csak úgy alihat fenn, ha 
szszdisii Sa sáisa 


hadi . ha5z sz. 


4, és A, nem lehet Ű, ezért az utolsó egyenletből sz 5370, de akkor az első két 
egyenletből s, s $r-8. Mivel így 


dj Sá 


[83 — — ü, 








Sid Syá 


5 -! nem létezik, tehát A nem iranszformálható diagonálmátrizszá. 
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Kiadja a Műszaki Könyvkiadó 
Felelős kiadó: Bérczi Sándor ügyvezető igazgató 


Felelős szerkesztő: Szokol Ágnes 

Műszaki vezető: Abonyi Ferenc 

Műszaki szerkesztő: Ihász Viktória 

A borítót tervezte: Kováts Tibor 

A könyv forrmnátunna: Fr/5 

Ívterjedelem: 170 (A/5) 

Ábrák száma: 30 

Azonossági szám: 10375/79 

Készült az MSZ 5601:1983 és 5602:1983 szerint 


Nyornta és kötötte az Oláh Nyomdaipari Kft. 
Felelős vezeté Üláh Miklós 


Mdairix rangja: 
OCA 1 BSA) ABN O(ABZARA) és DABDZ AB 
Mátrix diadikus felbontása: 
A zagvi Figyi b... HV, 
Márrix transzponáltja: 
dr day yi 


ja 37 a. d? 


A - 
im Hg jar 
Máirix adjungáltja: 
tal ( GGV SEBÉT Ara Az Am 
di a Aa A A, 
adjA — adj n in b..h"ú2 öm 2 


nnna raenkadabkb o Pf d den nai nna mun 


Mátrix itverze: 


AT LAJA a.r 
det A j 
Mátrix karakterisztikus egyenlete: 
A— aj még -e 7 
— dat A —daz.. — dan -IhE-A[-0 
— él — d a7 A — din 


Lineáris egyenletrendszer megoldása: 
Ax-B akkor és csak akkor oldható meg, ha DOAUKBR] 


a megoldás egyértelmű, ha D(ATorBen 
nzn esetén XA 
.detA; D 


iz 12, ....n (Cramer-szabály) 





Xx- 4 
detA DD 


Háziscsere mátrixa: 
Xw- W 1 Zx-- Bxz 


